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Unidad 1 


* Identifica los elementos de una expresión exponencial y analiza los diver- 


Sos teoremas. 
* Calcula resultados aplicando propiedades básicas sobre exponentes. 


* Evalüa las leyes de una ecuación exponencial (bases iguales, exponentes 


iguales y semejanza). 


* Utiliza las propiedades sobre teoría de exponentes para la resolución de 


ecuaciones exponenciales. 


* Analiza las clases de expresiones algebraicas: monomio y polinomio, 
además define el grado relativo y absoluto de un polinomio y su valor 


numérico. 
* Completa polinomios y calcula su valor numérico. 
* Analiza los polinomios al calcular su valor absoluto y relativo. 
* Identifica los principales productos notables. 
* Simplifica expresiones utilizando productos notables. 
* Identifica el algoritmo de Horner y Ruffini para la división de polinomios. 
* Aplica técnicas de división de polinomios (Horner y Ruffini). 


ALTITUD DE UN CUERPO 


Valiéndonos del álgebra para una circunstancia real, 
las ecuaciones exponenciales son aplicadas modelando 
diversas situaciones esto particularmente a situaciones 
físicas como la velocidad, aceleración, presión y altitud. 


Estos modelos matemáticos nos permiten entender 
dicho fenómeno y de esta manera lograr una predicción 


en el futuro. 


Tal es por ejemplo el caso que se presenta el poder 
determinar la altitud de un avión en un momento 
determinado considerando para ello, en tal instante, 
su presión atmosférica a una determinada altitud( P), 
la presión atmosférica al nivel del mar(Po) у la 


temperatura del aire( T, °С): 


Indicedores 
de logro 
Unidad 2 


* Analiza el desarrollo de los cocientes notables. 

* Utiliza los principales cocientes notables en la resolución de problemas. 
* Divide expresiones algebraicas aplicando cocientes notables. 

* Identifica los casos para aplicar los métodos de factorización. 


* Aplica el método del aspa simple o doble para determinar los factores 
primos de expresiones algebraicas. 


* Evalüa el algoritmo del MCM y el MCD al aplicarlo. 


* Aplica y calcula la definición de MCD y MCM comparando dos o más 
expresiones algebraicas. 


* Discrimina entre fracción impropia y compleja, evalúa el procedimiento 
utilizado en los problemas. 


* Identifica los radicales semejantes y radicales homogéneos, además eva- 
lúa la construcción del factor racionalizante. 


* Homogeniza radicales en la resolución de problemas. 
* Identifica la clasificación de números complejos. 
* Utiliza propiedades para simplificar o calcular expresiones imaginarias. 


óéded efi 


Contenido: 
CTTEB И 


Teoría de exponentes. 
Ecuación exponencial. 


IB 


Cocientes notables. 
Factorización. 


MCD - MCM y fracciones 
algebraicas. 


Polinomios. 
Productos notables. 


División de polinomios. 
Nümeros complejos. 


Unidad 3 


Evalüa la naturaleza de la raíz o solución de las ecuaciones. 
Utiliza procedimientos aritméticos para resolver ecuaciones de primer grado. 


Discrimina entre el método de sustitución, igualación y reducción para la reso- 
lución de sistemas de ecuaciones. 


Comprende el uso de las matrices en los sistemas de ecuaciones lineales y las 
define correctamente dentro de una ecuación matricial. 


Interpreta geométricamente las soluciones de los sistemas de ecuaciones se- 
gün su naturaleza y los resuelve aplicando el método de reducción, sustitu- 
ción o el método de igualación. 


Aplica el método de factorización o la fórmula general para la resolución de 
ecuaciones de segundo grado. 

Identifica variables dentro de un enunciado y las expresa utilizando ecuaciones 
de primer o segundo grado. 


Identifica intervalos acotados, no acotados, abiertos y cerrados. 
Identifica las distintas propiedades sobre intervalos. 

Expresa gráficamente los diferentes tipos de intervalos. 
Determina el conjunto solución de las inecuaciones. 


Radicación - Racionalización. 


m Unica + E 


* Ecuaciones de primer grado. * Valor absoluto. 
Planteo de ecuaciones. * Logaritmos. 


* Sistema de ecuaciones lineales. . Funciones. 


* Ecuaciones de segundo grado. 
Planteo de ecuaciones. 


* Desigualdades e inecuaciones. 


* Progresiones. 


Unidad 4 


Evalúa la aplicación de valor absoluto y analiza las ecuaciones de primer y 
segundo grado que utilizan valor absoluto. 


Aplica las definiciones de valor absoluto dentro de ecuaciones. 
Evalüa las diversas propiedades de logaritmos. 


Utiliza la definición de logaritmos en las ecuaciones para calcular el valor de 
la incógnita. 


Discrimina entre relación y función, además identifica el dominio y el rango de 
una función. 


Identifica y define las funciones especiales (lineal, constante, de identidad, 
valor absoluto, cuadrática y de proporcionalidad). 


Diferencia gráficamente una función de una relación utilizando diagramas de 
Venn. 


Representa diversas funciones en el plano cartesiano segün su regla de co- 
rrespondencia. 


Determina el dominio y el rango de distintas funciones. 
Identifica los elementos de una progresión aritmética y geométrica. 
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UNIDAD 1 


TEORÍA OE EXPONENTES 


d POTENCIACIÓN 


La potenciación es aquella operación matemática que consiste en multiplicar un nümero llamado base tantas 
veces como lo indica otro nümero llamado exponente. 


Exponente 
V p 


Base — —» b" = р 4— — Potencia 


СО EXPONENTE NATURAL 


n veces 


n. 
b= bs Dan DD 


Exponente cero: 


a! = 1 ;a #0 
Ejemplos: 
1. 8 2. (2 21 
тү _ E 
2. ло 
d TEOREMAS 


Teorema 1: Multiplicación de bases iguales 
Ejemplos: 


1. х2 х3 х5 у2+3+5 _ у10 


2. b3*X pr? prt —pibtx-2x€xe1. gl 


Teorema 2: Potencia de potencia 
(a!) = a? 
Ejemplos: 


ME SEP EP 


Teorema 5: Potenciación de una división 


X 


av a| 
(= 020 

Ejemplos: 
1 x? x х2 

(3) = 2=9 

зү зү 15 
2 НЕЕ 20 

у YY y 


‚бє пєй п>0 


Exponente negativo: 


;iaz0 


Teorema 3: Potenciación de una multiplicación 


(a.b) =a". р” 
Ejemplos: 


1. (а2) -а b 
2. (a^^) = a” . рх 


Teorema 4: División de bases iguales 


а х= 
=_= а*-? |а 0 
а} 


Ejemplos: 

10 

X— 210-93 -. T 
ut aic 
2. 4 2-8 


1. 9 
2. 4% =4 24-46 


Atención 


Veamos algunos ejemplos: 


dog es 
MERE S с=с 

а NE AN 309, 
бүдэг ! 


i Ley de signos para el caso de ! 
i la potenciación: : 


Base Potencia 
positiva positiva 


r> Exponente par 
(+2) = (+2)(+2)(+2)(+2) = 16 
== -— 
Base Potencia : 


i positiva positiva : 


Ez ueni 
Base Potencia 
negativa positiva 


г» Exponente par 
(73) = (C3)-3)-3)-3) = 81 


Base Potencia ! 


i negativa positiva ; 


Potencia 
positiva positiva 


г» Exponente impar 
(+4)9 = (+4)(+4)(+4) = 64 
i mesi peu 


Base Potencia 


: positiva positiva 


Potencia 
negativa negativa 


p —» Exponente impar 
(-5)? = (—5)(—5)(—5) = -125 
id i d Н 
Ваѕе Potencia ! 


i negativa negativa : 
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Ten presente la ley de signos 
para la radicación: 


EY EY 

Ejemplos: 

Vre=+2 89032 =+2 
| me ce] | me ce] 

Ejemplos: 

ЗУТ 2-1 Seo 
PUR 

Ejemplos: 


444100 2-10 4/416 242 


Simplificación directa de los 
radicales. 


‚РЕ рр) _ ор 
* 3/250 = 9/53.2 = 53 3/2 
-59/2 


Para colocar un nümero dentro 
de un radical: Se multiplica el 
índice con el exponente del 
nümero: 


Ejemplo 

X 

М PN) 

%®/з -2/1 83-30 


A 
29 9/9 = 1/2909 - 1/92 


СФ EFECTUAR 


5. Calcula: 


6 | Intelectum 2.2 


3 
6. Calcula: 2. 
22 


7. Reduce: (s 


La suma de un nümero limitado de sumandos se expresará de la siguiente manera: 


* 2sumandos: 2+2; - (Q0) 


ӨТ ! 


Otros casos: 


, Xy Xy + Xy +... + Xy = Z(Xy) = xyz 


"7" veces 


RADICACIÓN 


“3 sumandos:7 + 7 +7 =(37) 


• n sumandos:X + X +... +X = п(х) 
———— 


(S)veces (n)veces 


4 а2010 $ а2010 dos а2010 = 2010а2010 


2010 veces 


La radicación es aquella operación matemática en la cual, dados dos nümeros llamados cantidad subradical e 
índice, se requiere encontrar otro número llamado raíz. 


Ejemplos: 
1. V25 252 25-5? 


Exponente fraccionario 


acm;mneZ'Anz2 


Ejemplos: 
4 
gay 2. х? = х? 


Raíz de un producto 


Ejemplos: 


1. Маў b.c? = уаз. / р.у с° 
2. /8mn? = °/8.5/т.°/ п? 


1. Expresa 4? x 8? x 16° como una potencia de 2. ; Cuál es el 
exponente final de 2? 


2. Expresa 3* . 9% . 27% como una potencia de З e indicar el 
exponente final obtenido. 


3. Expresa 6. 62.12. 189 como producto de potencias de 2 y 
3. Indicar la suma de exponentes de 2 y 3. 


4 дб 98 
4. Reduce: 4 5 5 
167.12 


E 30023) 
3020157 


Índice — п/р = 


2.3/8 2228-22 


а «— Raíz 


Cantidad subradical 


3.4/81=3-81=3 4 $/—32--25 -32 - (C2 


Raíz de raíz 
n т/а = nm/a 


Ejemplos: 


1. Sx = Vr 
2. "Уа? 


Raíz de una fracción 


Va 
у= Г 

Ejemplos: 

1 5 245 2 3/Х _ Мх 
уз уз 6 3% 


8. Evalua: 12(37! - 277) 


9. Calcula: (— 2) + ( 2р ( 2)” 


10.Саїсша: 22 
22 


11.Simplifica: ES = 


12.Calcula: (5 Л 
4? 


27 3 
13.Evalua: P 9 “| 21) 
16 2 


23 2 
14.Calcula: 2 


Resolución: 
Aplicamos la propiedad del exponente negativo: 
1 1 1 


M = [(3y + (3X = [27 +9]? = 36? 
М = 36 
M=6 


Resolución: 
E 
= 1 1 
S =%/27 + /100 — 64 


8-3-436 
8-9 


Resolución: 
2 4 2% 
М = 5 + 2014 + (2) 


М = 52 + 2014 + 8 
М = 25 + 2014 + 8 
^M = 2047 


Resolución: 
Expresamos en función de una base comün: 


гэв 5. 221-2 

Ян 221 -2 + 221 -4 
Extraemos factor común 22" en el numerador y denominador del 
radicando: 


A Е gan 5 . 2-2 
Y 212440") 


Operamos adecuadamente: 


Resolución: 

Usamos la propiedad del exponente fraccionario: 
Vs 45001 

y 15% 2595 255 (F) 
2/42 B 1 24.4 A 

iy 122 222? =27 = (22)? =4* (V) 


7 E 
i) 127 22/2222 


Resolución: 
Recuerda que en estos casos de exponentes sucesivos para su 
reducción se toman los nümeros de dos en dos de arriba hacia abajo. 


4 
“эг. 


Resolución: 


Expresamos en fracciones las bases: 
н LP (OS үзү 
= (15) ШЕ (5) 


Usamos Іа propiedad del exponente negativo: 1 х 


KJ -а 
1 

W = 10.3. 107! (5. 1075)? (52, 1072)? 

Usamos la propiedad de potencia: 

W 3.10.1071 572. 102.51. 107 


A bases iguales los exponentes se suman: 
W-23.5?*! . 101-1*2-! 


_ 310 _ 
W= 5 =6 


SWz6 
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| Мол | 


i Enlaley de semejanza o 


i analogía se pueden presentar : 


} los casos: 
b b 
х а 
X =a эх=а 
E x*t1=pľ+1 сн : 
M E : 
хаар 11Е"7 1: 
CAMS < шїЇ- 5 Х= т : 
(5) bi 


; Ejemplos de aplicación de las a 


i ecuaciones exponenciales: 


: Bases iguales 


ECUACIÓN EXPONENCIAL 


CB ECUACIONES EXPONENCIALES 


Son aquellas ecuaciones que presentan a la(s) incógnita(s) en el exponente o en la base. Para resolver una 
ecuación exponencial debes tener presente los siguientes casos: 


1, Ley de bases iguales 
Si en una igualdad de dos potencias las bases son iguales, entonces sus exponentes también serán iguales. 


SI: 


Il. Ley de exponentes iguales 
Si en una igualdad de dos potencias los exponentes son iguales, entonces sus bases también serán iguales. 


SI: 


También: 


> 


> 


Ѕ:а+р +0 у а= 6 х= 0 


111. еу de semejanza o analogía (six =a x-a] xz0;1 


CB ECUACIONES LINEALES 


Casos a presentarse en el transcurso de la resolución de una ecuación exponencial. 


Caso II 
Ecuación lineal de la forma: 


Caso! 
Ecuación lineal de la forma: 


KD o axtb , dx+e  gxth 
a a С T k 
Cuya solución es: ; .Х412Х-1 5-1 
_ Ejemplo: ак: 3 6 
x=ac+b 
* Multiplicamos en aspa: 
Ejemplos: 3(x +1) + 4(2x - 1) _ 5х+1 
эн 21+1=12 4 в 
* Multiplicamos las constantes 3 y 4 con cada 
х= 3(1) +5 п = 5(12) – 1 término y simplificamos denominadores: 
х-8 п= 59 = 25x41 


* Reducimos términos semejantes: 
11x — 1 2 2(5х + 1) 
11x - 12 10x + 2 
S Xe 


8 | Intelectum 2.2 


Problemas resueltos M 


ED Halla n. 


7*3, 7" — 16 856 


Resolución: 
7^*3 4 T" = 16 856 

7^. +7" .1= 16 856 
T'(7? + 1) = 16 856 
217.344-16856-17!-49 | .n-2 


ES Halla n. 


4n*2 — 461-1 


Resolución: 
41+ 2 _ 167 -1 
(gres (240-1 221--4 2 40-4 


521 +4 = 4п – 4 


8 = 2n s. n24 
ED Calcula x. 
в32 +1 E ga" -1 
Resolución: 
2x+1 x—1 sis 2 


э 32х+1 =(3%)*-1 
> 2x+1=3(x-1) 
2x+1=3x-3 
s X24 


ED tala x. 
“Ши д 
114117 
Resolución: 
8 
I = 1195 118 + 115 = 118(11* 112) 
+ 
1193-115 — 410509 4 119 
MAPS 
11015 —1) = 1114 =4) 


115 = 11* 
ша 


ED resuelve: ЖЕКЕ = a? 


Resolución: 


|6] Halla n. 


3'** +3" - 756 


Resolución: 
31.3 + 3".1 = 756 
38% + 1) = 756 


3". 28 = 756 
n_ 756 
? - 28 
31 27-3? 
0-3 
ГЭ Calcula n. 
1 
252155 
Resolución: 
-1 
29 252-2 
gn=1 eg 3? 
n-122 
s. n23 


EJ) Calcula х. 
XEM 1 


42275521 


Resolución: 


Como (4 4 5); según la ley de exponentes iguales: 


х—1_ 
x -0 


x-120 
ixl 


ED Resuelve: 


25**? = 1253 


Resolución: 
520062) _ 59 _, 2(х+2)=9— 2х=5 


2721 
х= 


цэ Determina el valor de x: 
X= 256 


Resolución: 
Х* = 256 =4* 


Segün la ley de semejanza o analogía: 
Х-4 
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POLINOMIOS 


Recuerda 


Atención 


Exponente fraccionario 


o 
R&xy) = xy" 


i Todo polinomio de acuerdo a 
: su número de términos recibe : 
i el nombre particular de: 


: - 1término: 21x? y? 

! (monomio) 

¿ e 2términos: 9х? — 35xyz 

: (Binomio) 

i e 3términos: 3x? — 7xy? + 100 

! (Trinomio) 

! • 4términos: 6x? – 3x2 +x - 7 : 
: (Cuatrinomio) : 
i e 5términos: (Quintinomio) 

} * 6términos: (Sextinomio) 

4 * ntérminos: (Polinomio) 


10 | Intelectum гд 


CD EXPRESIÓN ALGEBRAICA 


Conjunto de números y letras relacionados entre sí por los operadores matemáticos de la adición, sustracción, 
multiplicación, división, potenciación y/o radicación, en un número limitado de veces. 


Ejemplos: 


1. R(X; y; г) = 33x3 + 5xyz? + 21yZ 2. (х; y) 22x + F +7 3. Т = 213[у “л +A 2 


CB CLASES DE EXPRESIONES ALGEBRAICAS 


1. Por su forma o naturaleza 

Expresión algebraica racional: es aquella que luego de ser reducida o simplificada la expresión, todas las 
variables en el numerador tienen exponentes enteros. 

Expresión algebraica racional entera: sus exponentes de las variables son nümeros naturales (IN). 

Ejemplo: 


* Р(х; y; 2) =24x? + 2y h 
y 


+20 = P(xyz)- 24x? + 3y? + (12157 - 21yz +20 
Expresión algebraica racional fraccionaria: cuando por lo menos una de sus variables tiene exponente 
entero negativo (Z ) en el numerador. 
Ejemplo: 

1 


© Tog 2x2 + Ly? +2200 . 2(х; y) = 


10. 1 ASAS 
5 х 


z+ xy m Z(x y) = 10x24. 23у: Y 
Expresión algebraica irracional: cuando por lo menos una de sus variables tiene exponente fraccionario o 
signo radical. 

Ejemplo: 


. Му) = х? + 10х + 152 +21. | 18 > Ах) =X 10х+ M x x 
“суў 


X 
2. Por su nümero de términos 


Monomio (1 término): es aquella expresión algebraica racional en la que las ünicas operaciones que aparecen 
entre las variables son el producto y la potencia de exponente natural. 


Ejemplos: 


* Р(х; у) =x°y" * Т) = zx * S(x; y; 2) = 2x2 


CB POLINOMIO 


Es una expresión algebraica racional entera, de dos o más términos. 
Forma general (respecto a una sola variable): 


Р(х) = ax" + ах" le a,x" T 


Donde: ap, ay, a), ... , an _ 1, ар: coeficientes n: grado del polinomio (n € Z^) 
ар 5 0: coeficiente principal x: variable 
an: término independiente (coefciente final) 


d NOTACIÓN POLINOMIAL 


Se utiliza para indicar a las variables de un polinomio. 


Ejemplos: 
• Р(х) = $x х* + 2х° + E * T(xy) = 21х2у° + 3y? + 3x2y" 
Se lee: P de x o polinomio P de variable x. Se lee: T de x e y o polinomio T de variables x e y. 


CB GRADO DE LAS EXPRESIONES ALGEBRAICAS 


Esto es característica de las expresiones algebraicas enteras (exponentes de las variables enteras y positivas, 27). 


Tipos de grados 
Grado relativo (GR): referido a una letra o variable de una expresión algebraica. 
Grado absoluto (GA): referido a todas las letras o variables de una expresión algebraica. 


C3 GRADO DE UN MONOMIO 


Grado relativo 
Respecto a una variable, es el exponente de dicha 
variable. 


Grado absoluto 
Está dado por la suma de los grados relativos de las 


variables. 
Así: Así: 

eA — 22,2, 10,20 
М(х; у;2) =аху 2 My) - 3 7? => GAM) = GR() + GR(y) 2 7 - 2-9 


= GR(x) = 2; GR(y) = 10; GR(z) = 20 


CB GRADO DE UN POLINOMIO 
Grado relativo 

Respecto a una variable, está dado por el mayor 
exponente de dicha variable en el polinomio. 


Grado absoluto 
Es el término de mayor grado absoluto. 


Sea: 
Sea: Р(х, y; z) = 3xyz? + хбуѓг° + E xz = GA(P)=15 
Рк y) =x? Y" + 2X MD y GA- 12 GÀ- t5 GA-4 


= GR(x) = 20; GR(y) = 30 


d VALOR NUMÉRICO 


Es el resultado que se obtiene al reemplazar las variables de una expresión algebraica por valores determinados. 
Ejemplo: 

Р(х; y; 2) = x? + 10х3уг + ху. Hallar: P(1; 2; 3) = Р(1:2:3) = (1)? + 10(1)(2)(8) + (12) (3)? =1 + 60 + 4(27) 
г. P(1; 2; 3) = 169 


CD CAMBIO DE VARIABLE 


Asi como las variables pueden reemplazarse por nümeros, también pueden ser reemplazadas por otros 
polinomios. 


Caso I: Caso II: Caso ЇЇ 

Ejemplo: Ejemplo: Ejemplo: 

Si: Р(х +3) = 4х + 2x +1 Si: Р(х) = 2x + 11 Si: P(x+ 3) 2 3x +4 

Determina P(4) Calcula: P(x +7) Determina: P(2x — 5) 

Resolución: Resolución: Resolución: 

Resolvemos la ecuación: Reemplazamos x por x + 7 en | Se reemplaza x + 3 por 2x — 5 previa 

x+3=4>x=1 Р(х): preparación del polinomio: 

Reemplazamos: Р(х) = 2x + 11 д 3) Pu 32 - : + : 1 
3 > x—5)23(2x-5- 3) + 

P(1 +3) =P(4) = 4(1) + 2(1) + 1 Р(х+ 7) 226 7) + 11 —6х—20 

-.P(4)27 = 2х +14 + 11 


También: 
x+3=2x-5=x=2x-8 
= P(2x 5) = 3(2x — 8) + 4 = 6x - 20 


^. P(x + 7) = 2x +25 


CD POLINOMIOS ESPECIALES 


Es un caso particular de aquellos polinomios que tienen ciertas características que se diferencian de los demás, 
pueden ser por los exponentes de sus variables o por la ubicación de los términos. 


A 


Recuerda 


Recuerda 


| 

GR(x) : grado relativo respecto 
ala variable x. 

GA(M): grado absoluto del 
. monomio M. 


El grado de una constante 
siempre es cero: 


| Zz(9-27 +GA(Z)=0 


uto (GA): 
= (ax™ + b) (cx" + d) 


| GA(P)=m+n | 


2. Si: Н(х) = 10% +8 
12х +2 


(едн) -а-ь | 
3. Si: G(x) = (9х" + 1)" 
Соот) 


4. Si: Р(х) = % 5x +6 


| GA(P) = P 
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1. Polinomio homogéneo 
Este polinomio tiene como característica que los grados absolutos de todos sus términos son iguales. 
Ejemplo: 
M(x; у; 2) = 2x yz + 3z? — 21 xy! t xyz’ : 
—— -— —— —— El grado de homogeneidad de M es 9. 
GA=9 GA=9 GA=9 GA-9 


2. Polinomios idénticos 
Dos polinomios son idénticos si tienen el mismo valor numérico para cualquier valor asignado a sus variables. 
En dos polinomios idénticos del mismo grado los coeficientes de sus términos semejantes son iguales. 


Sea: ах2 + х +с= тх + пх+р > | a2 mben;c-p 


Ten presente los valores 


numéricos notables: Ejemplo: 


Sea: 10x? – 7xy? + сху = —ax? + bxy? — xy, calcula: a + b + c 
Se cumple: a=-10;b=-7;c=-1=a+b+c=-18 


Sea el polinomio: P(x) 


Suma de coeficientes: 


2 Coef. (P) = P(1) 3. Polinomio idénticamente nulo 
Es aquel que se anula para cualquier valor de sus variables. En todo polinomio idénticamente nulo reducido, 
Término independiente: sus coeficientes son iguales a cero. 
TI (P) - P(0) 5:ах'+һх+с=0 = [| a=0:b=00=0 
Ejemplo: 
Si el polinomio: Р(х; y) = (a + 2)ду + (b — 1)xz + (c — 7)xy es idénticamente nulo. Halla: A 


Resolución: 
Si el polinomio es nulo, entonces: a = —2; b = 1; c = 7 


ETA я NEP | 
i Si se tiene un polinomio : Luego: bc = B "Ub 
| ЗОН | © (117) с 
: completo en una variable : 
i el número de términos 

i es equivalente al grado 
i aumentado en la unidad. 


4. Polinomio completo 
Un polinomio será completo con respecto a una variable, si dicha variable posee todo los exponentes, desde el 


: Si: Р(х) es completo . : 
: mayor hasta el exponente сего, inclusive. 


: = N.? términos (P) = Grado + 1 


: Ejemplo: 

; le " : ! Мауог Мепог 

i P(- - 11 

| (х) =х tx" tunt EXET | Р(х) = 2x9 руё + MOR 2x + ex O = Р(х) es completo. 
i GA(P) = 16 


: N.° ёгт P)=16+1=17 : А i 
i 2N.términos (P) - 16+ ¿ 5. Polinomio ordenado 


Un polinomio será ordenado con respecto a una variable si los exponentes de dicha variable están aumentando 
o disminuyendo a partir del primer término. 

Ejemplo: 

Р(х) = + х5 – 2x* + 5х – 2 


Es un polinomio ordenado descendentemente (los exponentes de х disminuyen a partir del primer término). 


Ср EFECTUAR 


Grupo I Grupo II 
Halla la adición en cada caso. Halla la sustracción en cada caso. 
d. Dé] sere 1. 547 m? — (-6 /7 m?) 
3 2232 2 EE. А 3, 

22, бу яву GIC яв) d SX = || чк яв Y 2. 0,73x7 - lay? 
3. Зар + -6b + -7 + —5ab – 8 + 7b + бар + 18b + -6 
4. 0,6х7 + 6,5x? FX 4 —104 7,2х7 + 3,2х + 154 3,4 i 6,2х7 + —8 3. mn3- Ра mn? 
5. 16mn? + —mn + 8 + —15m?n +—6mn? + —10 4. 0,5 xyz — (-0,78xyz) 

+ —7mn? + -mén + 15 2 © 

5. 3/7 арс? – (-84/7 abc?) 
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Problemas resueltos 


Resolución: 
El término independiente se calcula cuando: 


3х42-0-х--2 

"iQ - R0 = s(- 2] -s(-2) +k+10=12 
sket 

Si:x=1 

с. R65) = 90) + 6(1) +2+10=27 


Resolución: 
Por ser un polinomio homogéneo se cumple: 
5a + 3b + 2 = 31 (dato) 
ба + 30-29 441) 


Por condición del problema: 
GRO) 4 ,а450435. 4 мы 89-31 20) 
1 E 


=>> 


СА(у) 1 81 


De (1) multiplicamos miembro a miembro por 5: 
25a + 15b = 145 ...(3) 


De (2) multiplicamos miembro a miembro por 3: 
9a — 15b = 93 ..(4) 


Sumamos miembro a miembro (3) y (4): 
(25a + 15b) + (да — 15b) = 145 + 93 
34a = 238 
a-T 


Reemplazamos el valor de "a" en (1): 


5(7) + 3b = 29 
b--2 
Nos piden: 
XCoef -a-b«[a? -b*]27-24 T C9 + (-2y C9 
-5-49-4-58 
2. 2Coef. = 58 


Resolución: 


Del polinomio completo, notamos el aumento sucesivo de sus 
exponentes, empezando por el uno: 


p-10=1=p=11 
La suma de coeficientes está dado por: 
XCoef. (M) = M(1) =3-2+7+6+p=25 
Nos piden: 
(2Coef. –23)? = (25 — 23? = 2? = 4 
2. (ECoef. — 23)? = 4 


Resolución: 
Agrupamos adecuadamente los términos semejantes: 


K(x; y) = [Ка + bpx%y* — 30x3y^] — [(b — ay y? + 10x^y*] 
K(x; y) = (a + b — 30»3y^ — (b — a + 10)x*? 


Segün condición del problema: 

К(х,у) = 0 
(а + b — 30)х%у* — (b –а + 10) ху = 0 
Se cumple que: 
а-0-30-0 
b-a+10=0 
а-20л0-10 


Nos piden: 
av (20! мо 
(87-00) = 2% — 1024 


A (2) = 1024 


Resolución: 


m+6=14=3+2+n 
=m=8An=9 
тА = 72 
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> Sea el monomio: 
м = х2у5 (ey) (ny) 
Si el GR(x) = 10 y el GA(M) = 19, halla: m" 


Resolución: 
M = х2у5 (х2у) луу 
М =x 5.4, 2. тп, П 


ухух у 
M 5 tiran +2 П 
М =x tmy +n 


GR(x) = 6 + mn = 10 = mn =4 
GA(M)=6+mn+7+n=19 
СА(М) =6+4+7 + п= 19 = п=2 ^ т=2 


Piden: m^ = 22 = 4 


Наа m si el monomio es de quinto grado. 


MS yx? y2m ym 


Resolución: 
М- ye y 2737 = х2 + 5т 


Del dato: 2 + 5m = 5 = т = 


3 
5 


ED si: Ро = 2 - 300 + 1 
Halla: P(3) 


Resolución: 
Р(х) = х2001 _ 3200 |, 


Рага: 
x=3=P(3) = 32001 _ 3 х 32000 + 1 
P(3) = 32001 _ 32001 4.4 


ЕЭ Si se cumple: Ра) 2a; P(a — b) = b; P(a — с) = с 
Además: Р(х) = Р(х — b) + P(x — c) — 2P(P(2x — a)) 


Calcula a en términos de b y c. 


Resolución: 
Datos: 
P(a) = a; Pla — b) = b; Pla — c) = с 
Además: 
P(x) = P(x — b) + P(x — c) – 2P(P(2x — а)) 
Sea: х= а 
P(a) = P(a — b) + P(a – c) – 2Р(Р(а)) 

— n === == 

b C a 

3P(a -0-0-4- b+c 


3 
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10 Е К(х) = nx +5 


Halla n Si se verifica: 
F(x) + F(2x) + F(3x) = 30x + m 


Resolución: 
F(x) 2 nx + 5 
F(2x) = 2xn + 5 
F(3x) = 3xn + 5 


Reemplazamos: 
nx + 5 + 2nx + 5 + 3nx + 5 = 30x + m 
6nx + 15 2 30x + m 


De donde: бп = 30 = п = 5 


Además: т = 15 
т 15 _ 3 


Um 5 


|11 7 Halla (m — n) si el polinomio P es de grado absoluto 20 y de grado 
relativo a y igual a 8. 


Pisy) ex iru Бе ула оу 


Resolución: 
Del polinomio: 


P(x; у) = 4x" 1уп-2 d бх reyn a фут Зулаа 


GA=m+n-1 GA=m+n+1 GA=m+n+1 
GR(y)=n-2  GR(y-2n-1 GR(y) 2n-2 


El mayor GA: т+п + 1 = 20 
т+п = 19 (1) 


Además el mayor GR(y) =n- 1=8=п= 9 
Reemplazamos en (1): 


m+n=19 =m+9=19 
= т = 10 


Por tanto: m — n = 1 


B Sea: Р(х) = (a + 3x? + 3x + 5 
un polinomio cúbico; calcula su coeficiente principal. 


Resolución: 
Р(х) = (a + 3x? + 3x +5 


Por dato, P(x) es de grado 3: 
25823 


Nos piden coeficiente principal de P(x): a + 3 


Entonces: 3 + 3 = 6 


e PRODUCTOS NOTABLES 


CB CONCEPTO 


Son resultados de ciertas multiplicaciones indicadas que se obtienen en forma directa sin necesidad de aplicar 
la propiedad distributiva; todo ello es posible por la forma en que se presentan los factores. Es importante para 
el alumno reconocer estas formas matemáticas, para lograr ello le proporcionaremos un resumen completo de 
los llamados productos notables. 


CB PRINCIPALES PRODUCTOS NOTABLES 


1. Binomio suma o diferencia al cuadrado 


(а + b)? = a? + 2ab + b? (a — b)? = a? — 2ab + b? 


A — ий 
Trinomio cuadrado Trinomio cuadrado 
perfecto perfecto 
Ejemplo: Ejemplo: 
: 42 +1} 2 42 + 242)0) + 12 * (2а – 1 = (2a? – 2(2а)(1) + 1? 
224242 41234242 = 4a? — 4a 4 1 


2. Identidades de Legendre 
(a + b)? + (a – b? = 2(а2 + b?) (a + b — (a — b)?=4ab 


Ejemplo: Ejemplo: 
* (x + 3m? + (x — 3m)? = 2(x? + (3m)?) = 2(x? + 9m?) * (3m + 2n — (3m — 2nf? = 4(3т)(2п) = 24mn 


3. Diferencia de cuadrados 
(a + b)a – b) = a? - p? 
Ejemplos: 
(+ 5092 1) = 60? - 1 2 х -4 : (7 «2447 – 2) = (7-2 
-7-4-3 

* (Бп + 3m)(5n — 3m) = (5n)? — (3m? = 25n? — 9m? 
4. Identidad de Stevin (producto de binomios con un término comün) 

(x + a)(x + b) = + (a + b)x + ab 
Ejemplos: 
e (e) 1) 2x5 (7+ 1)x + (7)(1) =x + 8x +7 
° (x = 2)(х + 5) = x? + (2 + 5)x + (-25 = х2 + 3x — 10 


3 


(х + а)(х + 0)(х+ с) 2x + (a + b + c)X? + (ab + ac + bc)x + abc 


Ejemplo: 
• (x+2)(x+ 1)(x +7) = x (24-14 Té + (2(1) + 2(7) + 1(7))х + 2(1)(7) 
=x + 102 + 23x + 14 


5. Desarrollo de un binomio al cubo 


(a + b)? = a? + 3a% + 3ab? + 0° (a — b)? = a? — За? + 3ab? — p? 
Ejemplo: Ejemplo: 
© (2x + 2) = 88 + 24x? + 24x +8 * (a- 2) = аз – 6a? +12a -8 
Corolario: 

(a + b)? + (a — b? = 2a(a? + 3b?) (a + b)? — (a — b)? = 2b(3a? + b?) 


Observación 


| (a«-bF-(-af | 


Atención 


Atención 
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6. Identidades de Cauchy 

(a + b) = a? + b? + 3ab(a + b) (a — b)? = a? — b? – 3ab(a — b) 
Ejemplo: Ejemplo: 
* (2x + m? = (2х) + m? + 3(2х)(т)(2х + т) * (à-bj- л — 3(а?)(Ы)(а? — b) 


= 8x? + m? + 6xm(2x + m) =аб— ко b) 


T. Producto de un binomio por un trinomio 


Suma de cubos Diferencia de cubos 
(a + b)(a? — ab + b?) = a? + p? (a — b)(a? + ab + b^) = a? — p? 
Ejemplo: Ejemplo: 
© (x20 2х + 4) = х 22 х +8 : Q7 -2)487? {Т @) «25 (47) - 2-747 -8 
notis E а по 8. Desarrollo de un trinomio al cuadrado 9. Identidad de Argana, 
semiagrupada de un binomio * Forma desarrollada (к2" + ху" + y? Me -х"у! + y?) = 
ши (a +b +c)? =a? + b? + c? + 2ар +2bc + 2ca хт + уту? + in 


* Formas abreviadas 


(a-b-c?-abebec2(b-bcsca) — ' = particulares 
(a+ b — c = a? + b? c? + 2(ab — bc — ca) (ext) +1) = КЕЙ " 
(a-b+0?= a b + 2(—ab + ac — bc) s хулуу -ху+у) =х «хуу 
(а-5-с 8 -а-12-0- 2(ab + ac — bc) 
1. (x-3y- 12. (a+5la-5)= 23. (x49)x-6)- 
2. (x+8)= 13. (43+ 1)? = 24. (х+ 10)(х– 2) = 
з (х+9)2 = 14. (15-42)? = 25. (x412)x-8)- 
4. (5b-xf- 15. (У7-2)- 26. (x42-yf- 
5. (8-xy- 16. (413 + 1)2 = 27. (а-2 +3)? = 
6. (х+ 2) = 17. (42 – 1) = 28. (х2 +6 + 1)(х2- 6+1) = 
7. (х+3) = 18. (х+9)2– х2 = 29. (Бу + 2х – 1) = 
8. (х+4) = 19. (/341(/3-1)- 30. (62+6+ 1)(62-6+ 1) = 
9. (х- 6) = 20. (5+ у13)(5 – 13) = 31. (х2 + ху + у2)(х2 – xy + y?) = 
10. (х+ 10)(х – 10) = 21. (х+8)(х + 2) = 32. (х+ху+у}? = 
11. (x-2)x-2)- 22. (х+2)(х+3)= 33. 00-хУу + уб) (© – y? + y8) = 
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Problemas resueltos M 


1 si: x + y = 3/2 


EZ 


Calcula: x? + y? 


Resolución: 
(х + y? = (342)? 


х2 + 2xy + y? = 18 


X? 4 y? = 18 


BD calcula: a° + v? 


Sia+b=4 y a.b=2 


Resolución: 
(a + bj? = a? + b? + Зара + b) 
4 


4-28 .-b 3.2.4 
64-8? + b? + 24 
саз +63 = 40 


ED 5: : = 19 +43 +1 
y =V3 —1 


Halla: xy 


Resolución: 


у.х = (03-169 + 3 +1) 


(ҮЗҮ? — (4? 
y.x=3-1 


Xy =2 


EB Ss: +y=25 


XVI) 
Halla: M = 4x? + y? +2 


Resolución: 
(+ y = (245) 
X 2x. y y! 220 
EN 
X464 y^ -20 
= K у? = 14 


М = 414 +2 = 4 


5 si: a 5 – :2 +: 


b 32 4 
с-3-45 
3 3 3 
“р. а- - 
Calcula: E — m "pes 
Resolución: 
а+ь+с = (45 – 2 + 1) + (2 – 4) + (3 – /5) 
а+р+с= 0 


> а? +0 + c? = Зас 


Reemplazamos: 
_ Зарс _ 3 


© барс 6 


6 Reduce: 


M= (x 5)2 + (x - 34 — 2(x + 4 - 1 

Resolución: 

M = (x +5) + (x +3) — 2(x +4) +1 

М= х2 + 10x + 25 + x + 6x +9 — 20€ + 8x + 16) + 1 
М= 22+ 16х + 34 — 2X — 16x — 32 + 1 
М=34—32+1 

SMz3 


" лм 
ED 5-6 


1 


Calcula: x? 4- =; 
x 


Resolución: 


(х ” 1) = (11) 


3 5:2-+у°—< 
ху(х + у) = 12 
Calcula: x + y 


Resolución: 

(x + ур =x + y, + 3xy(x + y) 
(x + y? = 28 + 3(12) 

(x + ур = 64 

лх+у=4 
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DIVISIÓN DE POLINOMIOS 


d CONCEPTO 
Recuerda Operación definida para polinomios de una variable cuya finalidad es obtener el cociente y el residuo a partir 
del dividendo y el divisor. 
Identidad fundamental: 
D(x) = d(x)Q(x) + R(x) Elementos: 
D(x) : dividendo 
d(x) : divisor 


Q(x): cociente 
R(x): resto o residuo 


d TÉCNICAS DE DIVISIÓN 

Horner 

Empleado para la división de polinómios de cualquier grado (incluso: D*(x) < а°(х)). 
Ubicación de los COEFICIENTES en el esquema: 


NO cambia de 
signo el 1.7 coef. 


# lugares = d^(x) 


Cambian de El número de 
signo por (—1) «—— espacios 
son iguales 
COCIENTE RESTO 


IMPORTANTE: 
* Los polinomios deben estar ordenados en forma descendente respecto a una sola variable y si faltase alguna 


= | completar соп ceros. 
Observación | р ` 


* Siexisten dos o más variables, asumir sólo a una de ellas como tal, y las demás harán el papel de nümeros 
о constantes. 


Ejemplo: 
Dividir: 4х?а? + 32x* a + 16x?a? + xa + 9 
2x2a? + 4xa + 3 


Resolución: 
• Completamos con ceros el término cúbico y asumiendo como variable a x: 


Axa + 32x ^a^ + Ох?а? + 16х2а? + xa +9 
2x2a? + 4ха + 3 


* Disponemos de los coeficientes: 


e a 9 
2à5x —4a \ 
да*х -3 —48a? —3ба^ 
108а> | 81а 
—176a –132 


-94а -123 
== == 


X TI 
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Por lo tanto: 
О(ха) = 2x38? + 12x28? — 27xa + 44 
R(x,a) = -94xa — 123 


Ruffini 
Se emplea cuando el divisor toma la forma: 


axtb о ах"-р 


Si el divisor es de la forma: ax" + b, hacemos el siguiente cambio: x” = y 


Esquema de resolución: 


DIVISOR DIVIDEND О 

ах-0-0 

TII 

Primer coef. Яа Ээж 


del divisor: a 


"a | 
Coeficientes del RESIDUO 5 
cociente alterado j 
Verdaderos coeficientes 2 
luego de dividir por “a”. 


Ejemplo: 
12x? + 16х6 + 9х? + 12 


Efectúa: 5 
3X +4 


y verifica si es exacta. 


Resolución: 
* Segün el cambio recomendado: х= у 
* Expresamos el dividendo en función de х: D(x) = 1209)? t 1603? + 908) +12 


Reemplazamos el cambio de variable: 


12y? + 16y? + 9y? + 12 


Зу +4 3 12 0 9 0 
4 0 3 
y y n 


Luego: Q(y) = 4y? +3 
Como: y = х entonces: Q(x) = 4(х?)° + 3 s Ох)=4%+3 
R(x) = 0 (división exacta) 
Teorema del resto 
Nos ayuda a obtener el resto de una división sin desarrollarla. 


Enunciado de Descartes: 


Р(х) 


Sea: | 


una división polinómica =R = Pro) 


Regla práctica: 
1. El divisor igualamos a cero: ax + b = 0 
2. Despejar la variable: x = E 
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Recuerda 


el la suma 
ntes de un poli- | 
: Р(х) se 


El proceso inverso también se 


cumple, o: 
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Si: ax" + b = 0 = a 
a 
No extraer raíces 


3. Reemplazamos el valor de x o x" en el polinomio (dividendo) y el valor obtenido es el RESIDUO de la división. 


Ejemplo: 


46 8 4 
Calcula el resto de; X — 9X — 12x +9 
6-3 


Regla práctica: 

1. Divisor igual a cero: x!-3-20 

2. Despejamos х“ tenemos: x = 3 

3. Reemplazamos en el dividendo; previamente hacemos: 


О(х) = (x^^ — e^ — 12x) +9 


Luego: 
R(x) = 34 - 6(3)? — 12(3) + 9=81-— 54 – 36 +9=0 


'. R(x) = 0 (división exacta) 


CD DIVISIBILIDAD 


Se dice que un polinomio P(x) es divisible por otro polinomio d(x) si y solo si la división P(x) : d(x) es exacta, es 
decir, el resto es cero (R(x) = 0) ; además, se establece que d(x) es un factor o divisor de Р(х). 


P(x) es divisible por d(x) & P(x) 2 d(x)Q(x) 


Ejemplo: 
(х? — a?) es divisible por (x — a), ya que: x? — a? = (x — а)(х2 + xa + a?) 


Teoremas 
1, Si un polinomio Р(х) se anula para x = a (P(a) = 0) = Р(х) es divisible por (x — a). 


Además: x = a es un cero o raíz de Р(х). 


Р(х) = (x – 80) 


Ejemplo: 
Р(х) = X? + 2x* — 3 se anula para x = 1. 
Р(1) = (1)? 20? -32142-32-20 


= Р(х) es divisible por (x — 1). 
©. Р(х) = (x – 1)Q(x) 


Il. Si un polinomio Р(х) es divisible por separado por los binomios (x—a), (x—b) y (x—c); entonces será divisible 
por el producto de ellos, es decir: 


Si: 

Р(х) = (x — a)Q4(x) = R(x) = 0 
P(x) = (x – b)Q»(x) = R(x) = 0 
Р(х) = (x — c)Q4(x) = R(x) = 0 


Р(х) = (x – a)(x — b)(x — c)Q(x) ^ R(x) = 0 


t 


Problemas resueltos 


Luego: 
Q(a, b) = 3a? — 2ab + 5b? 
Ría, b) = 9ab? — 15b^ 


HORNER 


RUFFINI 


Resolución: 
* Completamos el término cuadrático con cero: 


0° = 0° – ql 
-4-2 Resolución: 
00-2 * Completando el dividendo, luego por Ruffini: 
R máx =d — 1 _1_ 
т gg X ^0 8 6 3 0 4 -1 2 
R? цах, = 1 х= = | 4 5 4 2 3 1 
| 8 10 8 4 6 213 
* Elresto de la división se expresa como: 
R(x) = (a — 7)х + (12 — b) El coeficiente de “x” en el divisor es “1”, luego los coeficientes del 
= Por dato: R(x) = —5x + 4 cociente quedan como estan indicados. 
= Comparamos los términos lineales y las ctes: Ш Е 
А) (aT (12-0) 524 2 Coef. Q(x) 28 +10 - 8-464 2 = 38 
a-72-5 ^ 12-b=4 2. 2Coef. Q(x) = 38 
а-2 ^ b-8 


Resolución: 


2% 2 
* Hacemos: xX? = y > 800) +202) -3 


2(х:)-1 
Resolución: А 
* Segün las propiedades; respecto a la letra “а”: Obtenemos: YAA 
Оа) = D(a) — d'(a) =4-2=2 Y- 
R máx. = Pla) - 122-121 * Por Ruffini: 
* Como esta completo y ordenado respecto a la letra “а”: 2у-1-0 
4 | 12 -23b 51b? | -30b 208 y-4 
© © 2 
4 
-35b * Cociente: Q(y) = 4y + 3 
4 
аА « Reponiendo: у = х2: О(х) = 42 +3 
ТІ 
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Nos piden: 
ХСоё0() =4+3=7 
2. 2Coef. Q(x) 27 


TEOREMA DEL RESTO 


ED Calcula “a” en la siguiente división exacta: 


a 
Resolución: ¡No! 
* Según la regla práctica: Extraer 
raíces. 


1. Divisor igual a cero: x? — 1 = 0 
2. Despejar la variable: х= 1 


3. Reemplazamos el valor de “х” еп el polinomio dividendo, 


para ello expresamos: 
D(x) = KÈ — 208) — 369)? + (х3) + a 
Вх) = (16 — 201) — 3(1 +1 +a 
=1-2-3+1+a=a-3 
* Una división es exacta cuando R(x) = 0. 
R()=a-3=0 
ла= 3 


B Calcula “n”, si el resto de la división: 
221 
X —2 es 14, 
x —4 


Resolución: 
La regla práctica nos dice: 


1. Divisor igual a cero: x! -420 
n > 
2. Despejar el término: x? =4=x=4? 


3. Reemplazamos, en el dividendo: 
2n 

R(x) = (x y -2 
1 2n 
E 2 

(Pe 

Recordamos teoría de exponentes: (а'')" = a" :^ 

ar Bases iguales, restar exponentes 


Сул 
Rx) =4®" -2 
n 
aq A 3 О os 
R92 22:7 2 2 27*' 2 


Por dato: R(x) = 14 
C a sumar el 2.? miembro 
Rx) = 27" 22—14 


1 
Por transposición de términos: 22 46 
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a bases iguales 


or” =0' 


igualarse 
exponentes 
gn ал 4 
(2) 4 OH 
n+1=2 250221 
DIVISIBILIDAD 


Sea "P" un polinomio en x, divisible por (X? — 25x + 42). ¿Cuál será 
el residuo al dividir P(x) entre (x — 2)? 


Resolución: 
Por teorema se cumple: 
Р(х) = (x? — 25x + 42)Q4(x) = R(x) = 0 (1) 
Del problema: 
Р(х) = (x — 2)Q5(x) + R(x) ..(2) 


Ambas expresiones (1) y (2) conforman el polinomio P(x), luego 
para: x 2 2 


En (1): P(2) = (22 – 25(2) + 42)Q4(X) 20 (8) 
En (2): Р(2) = (2 — 2)0,(х) + R(x) = R(x) 440) 
Observemos de (3) y (4): 

z. R(x) 20 


Du polinomio P(x) de cuarto grado es divisible separadamente 
entre (X? + 1) y (х2 + 2x + 2). Si se divide Р(х) entre (xê — 1) el 
resto es: 

6 + бх + 8, luego el término independiente del polinomio es: 


Resolución: 
a Por teorema: k 
Р(х) = (KÈ + 1)? +2x + 2). Ол) 40) 
M — C — M, Ii, i 
4.? grado 4.? grado grado 0 
* Además: 
Р(х) = (х? — 1)0,(х) + (6x? + 6x + 8) .40) 
= Рага:Х-1 
En (1): P(1) = (12+ 1)(1? + 2(1) + 2). k 
P(1) = 2(5)k = 10k (3) 
En (2) : P(1) = (1% — 1)02%) + 6 (1)? + 6(1) +8 
P(1) = 20 (4) 
= De (3) y (4) : P(1) = 10k = 20 


Con este valor el polinomio P(x) toma la forma: 

En (1): Р(х) = (2 + 1)(к2 + 2x + 2 

De aqui calculamos el término independiente TI cuando x = 0: 
TI = Р(0) = (02 + 1)(0? + 1)(0? + 2(0) + 2)? 

2.11-4 


N UNIDAD 2. 
В pay? COCIENTES NOTABLES 


d CONCEPTO 


Toman este nombre porque su cálculo se realiza en forma directa, sin necesidad de efectuar la división Atención 
polinómica. 


Representación general: 


Хх! a^ | Siendo: x; a, las bases 
xta jneIN-(0;1) 


CB CASOS A ESTUDIAR 


n Qn 
ДЕ 
Х-а 


Verificamos si la división es exacta por el teorema del resto. ҹә 


Regla práctica: 
1. Divisor igual a cero: х-а-0 
2. Despejamos la variable: x-a 


3. Reemplazamos en el dividendo: R(x) = a" — a^ = 0 
Si: К(х) = 0, entonces es un cociente notable; n € IN — (0; 1) 


Obtenemos su desarrollo general por Ruffini: 


Observación 


Observa que: 
Si el divisor es de la forma x — a, los signos de los términos serán positivos. 
— =++++.. + + (п: paro impar) 


Ejemplo: 


: ¿sy dud ийг ах 
а+р= c Oa eye 
ЕТЕНЕ айе 5—49 X3 22 e 4x +8 
=1 x-T 


Dándole una forma adecuada: 


4. 54 4 
3 | 2 2,53 X -2 Х-16 
X“ + xx (2) + x2)* +2 s UE 
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Observación 


En el desarrollo de: 


: En el caso Ill, si n es impar, 

i Та división no es un cociente 
i notable, ya que el residuo es 
i diferente de cero (0). 
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np gh 
x+a 


Caso Il: 


Verificamos si la división es exacta por el teorema del resto. 
Regla práctica: 

1. Divisor igual a cero: х+а=0 

2. Despejamos la variable: Х--а 

3. Reemplazamos en el dividendo: R(x)  (—a)" + a" 


Para n = impar, si R(x) = —a" + а" = 0, entonces es un cociente notable; n € IN — (0; 1) 


Por Ruffini obtenemos su desarrollo general: 


“ай, най ne unos X TI División exacta 


Observa que: 
Si el divisor es de la forma x + a, los signos de los términos ES sont --4- .. 


— + (n: impar) 
Ejemplo: 
х+а5 4 3 


=x -xa + xa? – xa? + а“ 
x+a 


También se verifica el proceso inverso: 


Ejemplos: "ЭР? 
2 2 2 X t5 
e X= 5x +25 =x" — X(5) + (5) = = * аб — 2а5 + 4af — 8a? + 16a? — 32a + 64 
х3 + 125 Dándole una forma adecuada: 
^ Xx*5 d 22a (2) -a(2) + а2(2)*— а(2)° + (2) 
Tu Tag 7 
x+a a+2 a+2 


fi. añ 
x+a 


Verificamos si la división es exacta por el teorema del resto. 
Regla práctica: 

1. Divisor igual a cero: x+a=0 

2. Despejamos la variable: Х--а 

3. Reemplazamos en el dividendo: R(x) = (-a)” — а" 


Para n = par, si R(x) = a” — a” = 0, entonces es un cociente notable; n e IN — (0; 1) 


Por Ruffini obtenemos su desarrollo general: 


Observa que: 
Si el divisor es de la forma x + a, los signos de los términos сефежтате (п: раг) 
Ејетріо: 
4,4 
Ха E lara а? 
x+a 


También verifica el proceso inverso: 


: == => * 272 - 922 + 3z - 1 = (32)5— (32)? (1) + (32) (1? — (1)? 
4 
6 46 3 2 (3z) late 
. 6 xata- ah + хай a LE 272° – 92° + 32 – 1 = 3221-1441 
Caso Iv: | X +a" 


Verificamos si la división es exacta por el teorema del resto. 
Regla práctica: 


1. Divisor igual a cero: x-a=0 
2. Despejando la variable: х=а 
3. Reemplazando en el dividendo: R(x)= a^ + a" 


Sin = par o impar, el resto no se anula: 


R(x) = a" + a" = 2a" 7 0; no es cociente notable. 


© CÁLCULO DE UN TÉRMINO CUALQUIERA DE LUGAR “К” DEL 
COCIENTE NOTABLE 


Veamos el desarrollo: 


xa  n-| 


-2 n-3,2 
-Х +" 
xta 


axa? t.. ин” 


Lycia +x la Ta.. xaT? 0 4n-1 


t Я bo ko th: fn 
El término de lugar k "t," toma la forma: 


=x" “аг?! (Término general contando de izquierda a derecha) 


Donde: 
“К” es el lugar que ocupa el término, asimismo 
dividendo están afectadas por el exponente n. 


ГЭР ГЭЭ 


x” y “a” son las bases del cociente notable, donde solo en el 


Convención para los signos: 


e Si el divisor es x — a = t, = + (siempre) 
e Si el divisor es x + a, entonces: 

Si k impar = t, = + 

Si k par > t, = — 


Ejemplo: 


5 
Dado el cociente notable ; halla t, y tz. 


х5 +a 
х+а 


Observamos que el divisor es x + a. 
Nos piden: 


* tą significa que k es par, entonces: t, = 2 di 
Ц- —xa? 

* 6, significa que k es impar, entonces: tz = + yw 
t, = + х2а2 


A 


Atención 


| 
| n n 


тээн 


i Para aplicar la fórmula de 
i 0, la división debe tener la 
: n n 
.X xa 


Atención 


| 
. Término general contando de 
. derecha a izquierda: 


| t, = (signo)x*= !y^ - к | 
El signo se analiza según el 
| caso. 

| 
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Problemas resueltos 


Resolución: 


Buscamos bases así como exponentes iguales: 
4 4 
m5-y? (m?) -(y)) 
m? + y? m? + y? 
Verificamos si es cociente notable: 
1. Divisor igual a cero: m? + у? = 0 
2. Despejar la expresión: m? = —y? 
3. Reemplazamos en el dividendo: R(m?) = (-y%)* — y1? 


Luego: 
R = 0 = Es cociente notable: caso 1! 


El desarrollo de este cociente notable será: 

(m?) — (у?) 24-1 24-2(.3 20-3 3\2 (зү 

= (т2) -Q qm (у) (уз) 
m. + y 

= (m^? — (m^? (у?) + (m^) y? — y? 


= тё — m^? + mày — y? 


19 2^ 3° 42 (término) 


El 3. término es m? yê. 


Resolución: 


Empleando el proceso inverso de solución para un cociente 
notable: 


ети -00)-1 


Buscamos términos iguales a: x? 
(х2р t (х2)' + (х2) +... + (х)? 409) t1 


Los exponentes de “x?” disminuyen de uno en uno, observa 
también que todos los términos son positivos: caso | de cocientes 
notables. 


Por consiguiente: 
299 9 
x^) -(1 
(29007 + (х2) +... + (2)? + (х2)! +1 = ( ) l ) 
Son las bases 2 

18 
хіб рх x12. AS —— - 

X == 
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Haciendo lo mismo para el divisor: 
x! X! +1 = (OY a (3) + 1= (2 + 60)! y 


bases 
- (27-01) x 
х2-1 х2-1 
Reemplazamos en la expresión inicial: 
18 
x^-1 
18 2 
X6 x ++. +х%+х° х2-1 Р (x -1 s f 
x x? +1 x6 — 1 (6-092 1) 
2 
x^ 1 
6ү 43 
- = - = (P + (х6) 101) + (12х12 6 +1 
16 , „14 4 „12 4 V2 
„X +x tx tatx +x +I 2181464 4 
X *x +1 


Por dato del problema: 


x? рё 4 1 = x8 ьа b 


LO | 0), 4 24299 1489 1 p a2 6b 1 


Nos piden calcular: 


541/4-0-2-1746-1-2-49-3 


Resolución: 


La primera fracción es el caso Il y la segunda fracción es el caso | 
de cocientes notables; segün su desarrollo establecemos: 


(ten cuidado con los signos de los términos). 

M= — х°(1) + xt — х°(1)Ў ax — х(1)° + (1)® 
+ (хе + х°(1) + х4(1)2 i1 + х2(1)* + x(1)9 + (19) 
-20-26-2 

М= х6 – х? rx Oo х 


БУ pxqien entes 


Reduciendo términos semejantes: 

М- (хё ЁЄ- 2) + (х5 - х) t e gxt- 2x") + "s =) 
++- ут 

Meaxo-24x1-1«4«x 2) 1) + х(2—2) 
+Х(1—1)+2 

М-0-0-0-0-0-0-2 

2.М-2 


ED Simplifica: 


e» ES tue 


y exe aed 


чы ыру don. t 


Resolución: 


Empleando el proceso inverso de solución, buscamos “Хх?” en el 
dividendo y el divisor: 


(х2)? -1 
B (27-02) -027 + (х2)? (х2) 1 E ui 
(х2)? + G2) +1 (х2) - 4 
x21 
Caso | 
CN 
12 ey _ 


10 8 6 4 


e X ex exe yt ext ue] 
АР + 


5 =x +1 
X -x +1 


ES» Simplifica: 


_ х'8®+х'®++х!^+..+х° 
E- 1 


О КО E 


0461 
+х2+1 


Resolución: 
Expresando "E" en función de pom 


_ (2)% + F + (х2) 2 


(0)? (2) (2) + 


G2)? _1 
E- 224 уво (9-1. 
CON -1 х40 24 x zi 


х2221 


E 
Caso | 


CN 


2—.Е=х +1 


|6; Halla n en el cociente notable: 
х21+ 3 22 yon 


х1 =й» 


Resolución: 


Por ser CN, se cumple: 
5п+3 _ 5(n+6) 
=>» = 
n-1 n+2 
5n? + 13n + 6 = 5n? + 25n — 30 
6 + 30 = 25n — 13n 
36 = 12n 
s n23 


Halla (m + n), si el cociente notable: 
54 


- tiene 6 términos. 
Resolución: 
m 5 
sn 
m 54 
э =6 A т =6 
т= 30 A п=9 
2210-05-39 


ЕЭ Determina el TI del cociente: 


(x+2)' - 22 
X 
Resolución: 
+2) -2^ 
Damos la forma de un CN: шээг. 
(x4-2)-2 


Su desarrollo: 
(x 2r 44-25. 24. еу 94. pnt 
P(x) 
> TI de P(x) = P(0) = (2^7! - (2^ 2.2 ..«(2).2^7? 4 2071 
Pigs 4 98-14. 90714 quel 
— mmis ——— 
s T2 n271 


2 3/32 _ (9) 2a +b 
ЮЭ Hala el valor de E = = Кре ы 


9x? — 16y^ 
es un cociente notable de 9 términos. 


Resolución: 
Le damos forma de cociente notable: 


2a+b 

(3x (3х)? — (2y) а+ (xy ** - (gyy^*^ 
(3х)? - (2) (ax) - (2y)' 

El cociente notable tiene 9 términos: 


3+a .2a*b _% 
2 4 


Efectuamos: 
3-а-18-а-15 
2a+b=36=b=6 


Nos piden: 


e= (55) (555) -($) -» 
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FACTORIZACIÓN 


CD CONCEPTO 
Es un proceso mediante el cual un polinomio se expresa como la multiplicación de factores primos. 
3 Bn dedo está definido - : 
еп 6 CD METODOLOGÍAS DE FACTORIZACIÓN 
A) Factor comün (agrupación de términos) 
Pasos a seguir: 
* Verificar si toda la expresión presenta factores repetidos en varios términos, si estuviesen elevados a 
exponentes, elegir las bases comunes afectadas con el menor exponente. 


* Si luego de verificar la expresión no se encuentran factores comunes, se agrupa los términos en forma 
conveniente de tal manera que se genere algün factor comün o alguna identidad. 

Extraemos el factor comün y el factor que quede se determina dividiendo los términos de este con el factor 
comün que se extrajo. 


Factoriza los siguientes ejemplos: 


1. Р(х; у) = 3x4 — 6xy? + 11xéy 2. Р(х) = xit! oon t2, 

Resolución: Resolución: 

* Extraemos el factor comün: xy * Extraemos el factor común: x" 
Р(х; y) =xy(3xy? — бу + 11x) Р(х) = xx * 1 + 5x? * 2 — 1) 


3. Pla; b) = 5a%b + 10455-а b? — 2а20 + 5a p? + 10a?b* — а°р® — 2ab* 
Extraemos el factor comün monomio "ab" de toda la expresión: 
P(a; b) = ab(5a* + 10a?b? — a?b — 2ab? + 5a% + 10ab? — a?b? — 2b) 


* Agrupamos en la forma señalada para luego factorizar convenientemente: 


r primo en los “нү 4 3 2,2 3 _ 23 2,2). уЗ 4 
Чен aquébque P(a; b) = ab((5a* + 5a°b) + (10a^b* + 10ab”) — (a”b + а%*) – (2ab” + 2b°)) 
= ab(ba*(a + b) + 10ab%a + b) — a?b(a + b) — 2b*(a + b)) 


B Extraemos factor común (a + b): Р(а; b) = ab(a + b)(5a? + 10ab? — a?b — 2b?) 

Se 22 ехр resar como: 

(x+ нээ EN _ . . . 3 2 2 3 
NC * Agrupamos en forma señalada convenientemente: Р(а; b) = ab(a + b)((5a” — а) + (10ab^ — 2b”)) 


= ab(a + b)(a^(ba — b) + 2b^(ba — b)) 


* Extraemos el factor común (5a — b): .. P(a; b) = ab(a + b)(ba — b)(a? + 2b?) 


соо 47) B) Identidades 
р СЕРЕС RIO Es la aplicación inmediata de algunos productos notables: 
Зани l. Trinomio cuadrado perfecto (tcp) Il. Diferencia de cuadrados 
a? + 2ab + b? = (a + b)? a^ — b^ = (a + b)(a — b) 
Ejemplo: Ejemplo: 
16x* + 8х2у? + y* 4x? — y* = (2x – (y) f 


= (00)? + Фу?) + Y = (4х2 + yy rE - y) 


Ш, Diferencia de cubos IV. Suma de cubos 
a? — b? = (a – b)(a? + ab + b? a? + b? = (a + b)(a? — ab + b?) 
Ejemplo: Ejemplo: 
343 — бу? = (7x? — (2у)? 8 + 27 = Qc)? + 3° 
-(1Х- 2у)(49х2 + 14ху + 4у?) = (2с? + 3)(4с® — 6с + 9) 
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Бог 


C) Aspa simple 


Se utiliza para factorizar particularmente polinomios de la forma: 


Р(х) = DX + Ex! + Е 


= Dx?" + Ex"y^ + Fy” 


, donde m; n € Z* 


O cualquier otra expresión que se amolde a dichas formas. 


Pasos a seguir: 
* Descomponer los extremos. 


* Verificar que la suma de productos en aspa sea igual al término central. 


Ejemplos: 
1. Р(х) = 58 + 8x* +3 


* Descomponemos los términos extremos y efectua- 
mos en aspa: 


Р(х) = 5x8 + 8x* +3 


578 +3 ax 
х +1 +5%* 
+8х* 


* Tomamos los factores en forma horizontal: 
г. Р(х) = (5x* + 3) (x^ + 1) 


D) Aspa doble 


Se emplea para factorizar polinomios de dos variables necesariamente y que tenga seis términos que se 


adecuen a la forma general: 


М(х; y) = Ax?" + Bx" y^ + Су? + Ох" + Ey” + F 


Pasos a seguir: 
* Ordenar el polinomio de acuerdo a esta forma general. 


2. АХ у) = 6x* – 17x*y - 14y? 


* Descomponemos 


efectuamos en aspa: 


A(x; у) = бх“ 17у - 14y? 


зх + 2у 4Ax)y 
2х? – Ту -21х2у 
-1 Ty 


* Tomamos los factores en forma horizontal: 


A(x; y) = (3х2 + 2y 2x? – Ту) 


, donde m; n e 27 


* De faltar algún término, este se reemplazará en su lugar por ceros. 


* Se trazan dos aspas simples entre los términos Ax?" л Су?" Су?! л F 


* Setraza un aspa grande entre los extremos Ax?" AF 
* Severifican las aspas simples y el aspa grande. 


* Setoman los factores en forma horizontal. 


Ejemplo: 

Factoriza 

B(x; y) 2 -21 + 9х + 30x? 4- 4ху-13у- 2у? 
Resolución: 

Siguiendo los pasos: 

B(x; y) = 30x2 + 4xy — 2y? + 9x – 13y — 21 


10x =2у -1 
bone dd 
(0) (02201 
ша” “Энэ 


(1) Aspa simple entre los términos (30x2; -2у?) 
(3x)(-2y) + (10x)(y) = 4xy 

(1) Aspa simple entre los términos (-2y?; 21): 
(-2У)3) + (у)( 77) = -13y 

(1) Aspa grande entre los términos (30x?; -21) 
(10x)(3) + (3х)(—7) = 9x 


г. Tomando los factores en forma horizontal: 
B(x; у) = (10x – 2y — 7)(3x + y + 3) 


los términos extremos y 


i Factorización por adición y 
i sustracción: 

i Factoriza: x^ + 1 
42 + 1 – 2х2 
$———— 


| (х2 + 12—22 
P0012 2х)(х2 + 1 – 2x) 


tercer término 


наа, 


: A los términos: 
1 Ax?" eya: Е 


i También se les llama términos : 
i fijos. E 
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Problemas resueltos 


Resolución: 
Por el método del aspa simple: Resolución: 
М(д) = a? — 824“ + 81 Р(х; у) = 3х2 — 5xy – 2y? 
4 4 
q -81  -81q 3x Hy 
qf -1 -q 1x SC 
-82q' Р(х; y) = (3x + yx - 2y) 


M(g) = (a^ — 81)(a^ – 1) 


Piden el factor primo con mayor suma de coeficientes: 
(3x + y) = Zcoef. = 4 


Desdoblamos las diferencias de cuadrados: 
M(a) = (a? + 9d? — 9)(92 + yd – 1) 

= (q? + 9a + 3)(9 — 3)(92 + 1)(а + 1)(q - 1) 
г. El número de factores primos es 6. 


Resolución: 
Por aspa doble: 


Resolución: 


6 + xy – 2y? + 9x -y +3 


Aplicamos el método del factor común: 


Р(х; y) = xy – ху? 

Р(х; y) = xy - уд) 

Р(х; y) = ху(х + у)(х — y) 

Sus factores primos son x; y; x + y; X— y 


Resolución: 


Aplicamos el método de identidades: 
Q(a; b) = a? — c? + b? – 2ab 


Resolución: Q(a; b) = a? — 2ab + b? – c? 

Aplicamos agrupación de términos y el método de identidades: Q(a; b) = (а – b)? e 

M(a; b) = ав (6449 — b) Q(a; b) = (a — b + (а — b — c) 

Ма; b) = ав” (87) — (b5)^) Nos piden: a -b-- c + a — b — c = 2a — 2b 
(a; b) . 
(a; b) 


Resolución: 


Reordenamos convenientemente para aplicar identidades y el 
método del factor comün: 


F(x y = УР + 209) +1 + хух y) + (х+ y) 


Resolución: 


Por el método del aspa simple: Ех; у) = (xy + 1)? + (x + у)(ху + 1) 
Р(х) =x? + (b — a)x — ab 
Fé y) = (xy + 1)(xy + 1 4 x 4 y) 
es een =e 
х b F( y) = (xy + 1)(x(y + 1) + (y + 1)) 
= (х — а)(х + b) Flo у) = (xy + 1)(у + 1)(х 1) 
г. Un factor primo es (x — a). г. El factor común de grado 2 es (xy + 1). 
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MÁXIMO COMÚN DIVISOR CMCO2 


MÍNIMO COMÚN MÚLTIPLO CMCM) 
FRACCIONES ALGEBRAICAS 


CB MÁXIMO COMÚN DIVISOR (MCD) 


Es aquella expresión de mayor grado posible contenida como factor un número entero de veces, en dos o más 
expresiones algebraicas. La expresión algebraica deducida debe tener mayor coeficiente numérico. | Snes 


Atención 


Procedimiento 


a) Se factorizan las expresiones. + Divisores de 27: 


b) El MCD estará formado por los factores comunes con su menor exponente. (00850) 27 
: : * Divisores de 45: 


М(х) = 32х2(х2 + 1)(2х + 1 (x + 7? = 25 х 9 + 1)(2х + 1x + 7)? > MCD(27:45) = 9 


N(x) = 56х(х? + 1) (2х + 1x - y - 7) 27.22 х(х2 + 1) (2x + 1 x + y -7) 
=» MCD(M;N) = 25x92 + 1)(2x + 1)? (factores comunes a M y №). 


d MÍNIMO COMÚN MÚLTIPLO (МСМ) 


Es aquella expresión de menor grado posible que contiene un número entero de veces como factor a dos o más 
expresiones algebraicas. La expresión algebraica deducida debe tener menor coeficiente numérico. 


Procedimiento 
a) Se factorizan las expresiones. 


b) EI MCM estará formado por los factores comunes y no comunes con su mayor exponente. 
Ejemplo: 
М(ху) = 9ху? (€ + у)? (x — у)(х + у?) 
Ny) = noy? (x + у)(х – у)(х + y^)? (x — Зу) 
= MCM(M;N) = 63x? (х= у)(х+ y)? (x- y) (x— Зуух? + ур 


Propiedades 


1. Si dos o más expresiones son primos entre sí, su | 2. Dados dos expresiones algebraicas E y F, su MCD шарга. 


MCD es la unidad y su MCM el producto de ellos. por su MCM es igual al producto de EF. 
Ejemplo: 
MCD(E;F) MCM(E;F) = E.F 
Е = 14=2 х7; Е= 15=3 х5 
= MCM(E;F) = (2 х7) х (3 x 5) = 210 Ejemplo: 
E F 1 2 e Múltiplos di 
E-2-2'MCD(EF)- 2 ^ МОМЕР)-2 + Múltiplos de 4: 

ivi AYET en 4; 8; 12; 16; 20; 24:08) 32 
ы A F=4=2 MCD(EF).MCMEF) 22x 22-8- EF МӘ 

ii PM EL lm = MCM(74) = 28 
Divisores de F: (1) 3; 5; 15 


CB FRACCIONES ALGEBRAICAS 


Clases 
Fracción impropia Fracciones complejas 
Es cuando el grado del numerador es mayor o igual | Cuando al menos uno de sus términos es una 
que el grado del denominador. expresión fraccionaria. 
Ejemplos: Ejemplos: 
x+1 ©+зх-1. 121x y ЯМ = 
ХӨГ Эр epe wc x* Seno ды: 
X хо -1 Х 
1. 3 
x + —— 3x-2+ 
x-1 3к+2 
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Operaciones con las fracciones algebrai 
Comünmente se presentan una suma o diferencia de fracciones, para ello haremos el producto en aspa y luego 
multiplicamos los denominadores. 


cas 


T 1 " Veamos: 
A 
з 5 . AB. _ AN - BM . 0.0 _CQ+DP 
; n M2SN = MN Pa Ра 
P 1 
iz 1-1 
! = "n n También se presentan: 
: „оу | А 
:3.(2|-5, : А -1 B AD 1 1 
| ШЕ , Зан зас 'OCOBC ° MNNM 
a a рел D 
ap) E ue : 
: 2 2 ОО, М.Р (Мү0ү м.о .O[AMOY KC 
Б. ua : N Q INAP] МР BAD) B.D 

222 : 

DU SE cmn Ejemplo: 

i Simplifica la siguiente fracción algebraica: 
M-—X 2x 1 


х+3 da X+ 


factorizamos el denominador cuadrático: 
х 4x +3 = (x + 3)(x + 1) 


Со 


Luego el МСМ de los denominadores es: (x + 3)(x + 1) 


СФ EFECTUAR 


Entonces: 
ox, 2x , 41 o xXx*1)*2x*1(*3).— х244х-3 
шин Ms ET фк) ES 
Por lo tanto: M = 1 
Grupo | 
1. Indica el ШЫР de: es pxíy?. Grupo Il 
A= (Ka йч 5) Calcula: m . n . p 9. Simplifica: 
В= (х5) Х-9) х2 у? 
6. Si el МСМ de: 8--- 
à m-5na3 AY 
2. Indica el MCM de: А= бх "y 
A=xy iZ В-4х"-1ул! 10.Reduce: 
(8) = yz es: рх уг, U= х2 – 25 
Calcula: m + n + p х=® 
É нисэн m T. Siendo: ЇР Simpliica: 
В =х?— 2xy + y? А(х) = x? - 3x — 10 aJ EL 
B(x) = х“ - 25x? за 
4. Halla el МСМ de: C(x) = х? 4x! — 5х 12.Simplifica: 
A= X -y А Halla el MCD(A; B; C). y 33 
В=х 2 F SA 
Цаг. 8. Siendo: 2x — 2X 
5. Si el MCD de: Ах) = х° — 5х + 6° 13.Ведисе: 
А = 6х" lyn-? B(x) = х — 4x? + 4х м =&+4 
ВЕ nos C(x) = xX? – 6х2 + 9х x-2 


Halla el MCM(A; B; C). 
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_ (x t3) (x 1) 
(x + 3)(x 1) 


Se observa adición de fracciones algebraicas. Encontramos el MCM de los denominadores, para ello primero 


= 1 


14.Simplifica: 
A х2 + 2xy + y? 
х-у 
15.Reduce: 
2 
_ х°—2х 
В = x? ЁС 22 
16.8 тр са: 
BA 


17.Reduce: 


1 
Tet 
ҮШ 


X 
18.Reduce: 
RS—L— 


19.Reduce: 
М = 


Problemas resueltos M 


ЕВ talla el MCD de: 
A= Y ZE 
B = 2xyzk 
С = 5xzk 


Resolución: 
A- Y ZO; B = 2xyzk y С = 5xzk 
7. MCD(A; B; C) = xzk 


ЇЕ» Halla el MCD de 2x*y^z 272: 8х22 a 


Resolución: 
2-8-6 2 
14 3 


S MCD(2x^y?z 222. 8х22 б.  exy'z^) = 222? 


[3 нге MCD de: 
A( =x -4 
B()-xi-x-6 
С(х) =x -x- 6 
Resolución: 


А(х) = xà - 4 = (x + 2)(x - 2) 
В(х)=х^—х—6 


-3 
х, 
B(x) = C(x) = (x — 3)(x + 2) 
Nos piden: MCD(A; B; C) =x +2 


ED Simplifica la expresión: 


y # = ава ро 
ab ab — a? 


Resolución: 
Цаа b(a-b) а2-12, b(b-a) 

ab  a(b-a) ab а(ф-а) 
b a-b.b^ a 


2 42 
шаг c D = _а 
ша ар а ар Сар b 


=M= 


ED Luego de simplificar: 
E- a? + ab +ас+ bc 
T 7-2 
a^-b 
el denominador. 


, halla la diferencia entre el numerador y 


Kesolución: 
_ a(a+b)+c(a+b) 
© (acb)(a-b) 
_ atc 

CE 


<< a+c-(a-b)=a+c+b-a=b+c 


ЮЭ Determina el MCD y MCM de: 
A(x) - х - 5x46 y B(x )=х? +2x-8 


Resolución: 


A(x) 2 x? — 5x + 6 = (x – 3)x - 2) 


B(x) = (x + 4)(x — 2) 


— 2) (factor comün) 
= МСМ(А(х); B(x)) = (x — 3)(x — 2)(x + 4) (contiene a ambos 
polinomios) 


5 8 b = XA determina a y b. 
2х°—1х+3 


Resolución: 
Operamos las fracciones: 
a(x-3)*b(2x-1) | 42-11 
(2х-1ХХ-3) e 
(factorizamos por 
qe dd : aspa simple) 
12x - 11 


ах – 3a + 2bx-b — 
(2x - 1)(х– 3) 


(2x - 1)(x- 3) 


= (a + 2b)x – За – b = 12x - 11 


> a+2b=12 л -3a-b=-11 г.4-2/Л0-5 


|8] Determina el MCM y MCD de: 


ши: Fus y 3 A xh sie 


Resolución: 
Ordenamos: 
n-1 n-2 yn-3 


X DX .X 
y” 2 3 


ЭЭЖ. 
5 мем= L7! мор = 4.x"? 
у у 


———À —— 
Múltiplo de los 3 términos Divisor de los 3 términos 
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RADICACIÓN - RACIONALIZACIÓN 


Recuerda 


* Los elementos de un radical: 


on Símbol 
Índice Y rad \ 
"Уа = 


Subradical | 
2 Ў 
radicando 
* Teoremas: 
p 
ат = Ма? = (Уа)? 
. Мар = Va.'Vb 


N 


3 

4. n а Va. pp 
“ҮЕЭР 

5. Уа = "Ма" 


6. aP'Vb = Уа" 
т "Уа" =а=' Ма аб 


RTT TENER | 


: Cuando el radicando A? – В : 
i ез un cuadrado perfecto, dará ! 
i una raíz exacta que se le : 
i llamará C, de forma que: 


DEA A SB 


: Luego (1) y (2) quedará: 
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CD RADICACIÓN 


Es aquella operación algebraica que consiste en hallar una expresión numérica llamada raíz, conocidas dos 
cantidades denominadas índice y cantidad subradical. 


CB RADICAL 


Llamamos radical simple a la expresión "Ya, cumpliéndose que: 


па = Б> 0" =а; пе; п> 2 


Las cantidades “а y b" serán positivas siempre que "n" sea un nümero раг. 


Clases de radicales 


Radicales semejantes Radicales homogéneos 
Estos tienen la misma expresión subradical y el mismo | Estos se caracterizan por tener el mismo índice. 
Índice. я . 
Ejemplos: 
Ejemplo: e 47; 487: [x y son homogéneos de índice 2. 


Los radicales 1217/x +y; 77/x+y; – {x+y 
Por tener la misma expresión subradical x + y, así | * 41 */101; MD son homogéneos de índice 9. 
como el mismo índice 7. 


Transformación de radicales dobles a radicales simples 


Radicales de la forma:| {А + /В 


Los radicales de la forma {А + 4B , siendo A y B números racionales positivos (B*) pueden tomar la forma: 


шингэц! 40) 
AA (В = dx - dy ...(2) 


Para hallar los valores de x e y se siguen los siguientes pasos: 
1. Sumamos miembro a miembro (1) y (2), elevamos al cuadrado; luego tenemos: 


(ЧА+ +В + JA- (BY = (x) > 22+2/a2-B=4x „| x= AHA -B Ав 


2. En forma análoga, ahora restamos y posteriormente elevamos al cuadrado: 


(14-48 -4А-48р-(2/ур = 2А-24А2-8-4у = [Ей Aera e 


Ejemplo: 
Transforma a radicales simples: 45 + 424 


Resolución: 


* Hacemos: 45-- 424 = {А+ {В =x + [y; A2 5^B— 24 


152 52 
* Luego reemplazamos: 45 + {24 = $——— 14223 —R- = (3 +42 
Х у 


Radicales de Іа forma:| 4А-248 


Cuando un radical doble es de la forma 4A + 24B se pueden determinar dos números x e y que cumplan con 
las siguientes relaciones: 


X*y-A ^ ху-8 


Así se verificará que: | {х+у +2 /ху = 4x + [y 


Ejemplo: 
Transforma a radicales simples: 410 — {84 


Atención 


Resolución: 
Dándole la forma adecuada 410 — 484 — 410 — 2421 


24743-2413 


Según las relaciones establecidas 410 — 484 = 47 — 43 


d RACIONALIZACIÓN 


Es el proceso de transformación ya sea del numerador o denominador irracional en otra equivalente que tenga 
numerador o denominador racional, respectivamente. 


Factor racionalizante (conjugado del denominador)(FR) 
Lo comün es racionalizar denominadores, para ello es suficiente multiplicar los dos términos de una fracción por 
un nümero racional convenientemente elegido, este nümero toma el nombre de factor racionalizante. 


Fracción a racionalizar: N. siendoa > b 
a pb 


Ala fracción planteada multiplicamos sus términos por el siguiente FR: 


[рав м. (82-5) 


ape (Pe) 


Nota que los exponentes de P: b y a — b suman “а” (índice del radical). 


Ejemplos: 
dox de qm T Lm 
(т 47 [P 7 


20. 20 ЭЭ" 20510 20310 _ 93/79 
цагт: Joyo 10 
ab 


3 
ab Loc | аһ%/а2Б5с! 9 [2247 
9 = = = C 


3 1037? 


2: 
1 

3. 
[A 52 S [A psc? 91,9-759-569-2 арс 


N 


Fracción a racionalizar:|  ——————: т є 
жа +2m/p ' 


n [ (a+blía - b) - a2 b 


Se multiplica el numerador y denominador por la “conjugada”: 


т +2 N (n/a +2") 1 
4 20/4 +2M/p (21а x 2m/p) Ya +b )(2"Уа – 2m/p) 


= "Ма – "У | 


Ejemplos: 


1 4 224 м-т.) SEA COT (SEHE) 
“31-47 411-47(511-47) | 41-47 MT ТАТ 


_ ЗӨйт ЧТ ЛТ Т) AA дт тунт m) 


11-7 4 
18 48 [43-40 18(413 – 410) — 7 
2 т илл) зр = 6073-00) 
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Problemas resueltos 


_ 35/49 „з 


3 
Resolución: m = 354% _ 59/39 = 53/49 - 52049 
M = 414+ 42x8x5x2 = 414 +2445 -М-0 


-14-9-5 л 45-9х5 


mue que Тог. 
Resolución: 
Dando uso a la transformación de radicales dobles a radicales 


simples, tenemos: 


Resolución: 
72542 л 10-5х2 Е-417-2/1х3-147-241х3 
= (742410 -45442 В-4(4-3)-24/4Х3 /(4-3)-244х3 
{= 2-45 =42 
45 «42 - 45 = [2 TE 


R=2+ 4/3 +2- {3 =4 


Resolución: 


y 94492-12 _ ANI 
Z 1 = 259 - 


у= 9-49-72 9-(9 , 
2 2 Resolución: 


г. А= {х + {у = {6 +43 23 23 


23 х8-12) 5 m 


6-42) (5-42) 


Resolución: 
Dando forma: 
43 +1 207-1341 5. 146342 5m 
07 ЕП 8-1 fa 
2^2 42 
Resolución: 

Racionalizando: m — -242 6 | 
Operamos: 47 – 440 -43-48 + 412 — 4140 


MISSIRID yg = 81328407 IE 
2 2 : 


-46 Dando forma: 


6 
—__-_—————_—_—_—_—_— — 1 
47-2410 443—242 4412-2435 


Pasamos a radicales simples: 


6 PEE La a 
Resolución: 15-12-42-1447-45 | (T-1)T 1) 
Е 35x 3/72 ШТ: 
Mamm эээ LETS og 
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e NÚMEROS COMPLEJOS 


CD CANTIDAD IMAGINARIA 


Es el número que resulta de extraer la raíz de índice par a un número real negativo. E La unidad imaginaria es 

NeR i el número que resulta de 
N/N = PYN 21-1-21 41-12 Е i extraer la raíz cuadrada al 

nez i negativo de la unidad. 

Ejemplos: | У-1-1 tació 

: Ы -1-1 
1. 4-4-44/-1-2 3. 67 = 67.97 = 2 | Мк 
2. Ү—81 = 481 4—1 = 9 4. 10 -59049 —10 59049 10/—1 = 3i p———————— cd 


СО POTENCIAS ENTERAS DE LA UNIDAD IMAGINARIA 


Estudiaremos el comportamiento de i", n є Z^. Veamos los grupos de 4: 


i-i P-i'.i-i P-g 1-1 
Ё--1 petes i029 aoa 
Pa? i==1 == Pet РЕ == 
Е ТАЕ Ё ГГ-1 ¡220 81 
Podemos apreciar que: 
e Las únicas potencias que se obtienen cada cuatro grupos son: i, –1, —i, 1. 
* Launidad imaginaria i elevada a un mültiplo de cuatro siempre es 1. 
Con estas apreciaciones se deducen las siguientes propiedades: Observación 
Raíz cübica de la unidad 
Propiedades эс 
1. 3.| 1-Ё-08-1-0 
none: n-2, n-3 из 
— >Conjugadas 
КЕ 
5% Кк=1ә 1 =1| 5. | iti [| 1215. Ё 
1-1 1-1 
9: к= 2 1+2=2 = 1 
6| ї+++ї ++. + =0 


Sik=3=¡M+9=8=- 


Ejemplos: 

09 610-0 

s 04T aeg 

sagi ep P Pp Еб 

Жа hr ep p E ati eg 


© NÚMEROS COMPLEJOS 


Un número complejo z es aquel que está formado por la unión de una parte real y otra imaginaria. 
Veamos su notación y respectivas partes: 


z =a + bi = (a; b) = Re(z) + Im(z)i ;aybeI Donde: 
a — Re(z): parte real del número complejo z. 
b = Im(z): parte imaginaria del número complejo z. 


Ejemplos: 
* z2342i2(3;2) calas bilis 3 z= +i (55:43) 
Re(z) = 3 A Im(z) 2 2 Re(z) = —5 ^ Im(z) = 0 Re(z) - zb Im(z) -43 


2 
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Atención 


. 


error se evita 
sentando a los 


OS complejos en la 


—Q—— d 


ЕГ"-фар лай 
¿ SineZ yK €R se cumple: 


H o 

E @+ку\ = 4 +K”; праг 

f х d 0: 

Н 4 + К"; n impar 
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CD CLASIFICACIÓN DE LOS NÚMEROS COMPLEJOS 


1, Complejos iguales 


Dos nümeros complejos son iguales si tienen iguales 


tanto sus partes reales como imaginarias. 


M 4 Ni - P 4 Gi 
= M-PAN-Q 


Ejemplo: 
R=-5+2 y S=-5+2i > К= 5 


Il. Complejo nulo 


Es aquel cuyas partes real e imaginaria son nulas. 


Ejemplos: 


e a=0+0 0-0 +» c=0i 


Ш. Complejo real o puramente real 
Es aquel cuya parte imaginaria es nula. 


Ejemplos: 


© с=5+@=5 
|: d=-47 


IV. Complejo imaginario puro 
Es aquel cuya parte real es nula. 


z=0 + bi =bi; vb c IR - (0) 
Ejemplos: 
* Е-0-7-1 " F=/10i1 + Z=7i 


Complejos especiales 
A) Complejos conjugados 


Complejo: z =a + bi _ 


Complejo conjugado: z = a — bi 


Ejemplos: 
* z-5-8i 5 2=5 + 8i 


B) Complejos opuestos 


Complejo: z = a + bi 


Complejo opuesto: z* = —a — bi 


Ejemplos: 
e 7--1343-2-43-3 


,91-4-| -1--4-4| 


dA REPRESENTACIÓN GRÁFICA DE UN NÚMERO COMPLEJO 


Dado el nümero complejo en su forma binómica: z = a + bi; este puede ser representado en su forma cartesiana: 


z = (a; b) 


Ул Eje imaginario 


N Polo 


Eje real 
Re(z) 


> | 
oz : radio vector del complejo 7. 


Módulo de un nümero complejo: 
Sea: z = (a; b) = a + bi 


El módulo de z representado por [z| estará dado por: 


|| = Ja? + b? 


Ejemplo: 


б T22-8i > M= (2) (73). = (13 


d OPERACIONES CON NÚMEROS COMPLEJOS 


Dados los complejos: z, =a + bi y 2, = c + di, definimos las operaciones: 


1, Suma 

Z4 + Z = (a + bi) + (c + di) = (a + c) + (b + d)i 
Ejemplo: 
e (2+3) + (-7 + 2i) = (2-7) + (3 + 2i = —5 + 5i 


111. Multiplicación 


E . Zy = (a + bi)(c + di) = (ac — bd) + (ad + boji] 


Ejemplo: 
e (1+1/(2 + 3i) = (1.2 — 1.3) + 
=-1+5i 


(13-12) 


Il. Resta 

Z4 — Z = (a + bi) — (c + di) = (a — c) + (b — д) 
Ejemplo: 
e (10-31) – (7 + 2i) = (10 — 7) + (-3 - 2| 2 3 — 5i 
IV.División 


21 _a+bi_ ac+bd 


bc — ad; 
22 7044 


c? +d? 


td 


Ejemplo: 
зъл 344222), - 
LA 07502) 


Problemas resueltos M 


H 57 
ЕВ calcula: eS 


Resolución: 


55° -54-0418-4415К-1551 «Kei 


[ Halla la parte real de z = ((i— 1)! + 1) sii 4—1. 
Resolución: 


e s 


.i-1.4 1.4, 1 
2 i 1 i Цаг 


ED reduce: 
(2-3 1)(=1 +51) 
ан 141 


z=1+i 


Piden: 
Re(z) = 1 


Resolución: 


_ 2 10i - 3i 15i? _ 
1+1 274i 


тэ -2-131-15(-1) 43-13) |..25- 13 
Ec 1-1 ^ 1*i 


ED Simplifica: 
ПР, дез] 
| = sl 


2 


Resolución: 


БОР ард! 
Sabemos que: per A aua 


=- sk-i- (2) = 2 


ED Hala x - 2y, si: 3yi + 3 + 2xi = 8i + x — 2i; (c y) c R 


Resolución: 
De la igualdad: 3 + (3y + 2x)i = x + 6i 
Luego 
>x=3 л Зу+2х=6 
3y + 2(3) = 6 
>y=0 “x= 2y = 3 – 2(0) = 3 


EP Calcula n si E es un nümero complejo real. 


SEGA! 
Sa 
Resolución: 
E- 3-0 Por dato: 
76-44 E debe ser un complejo real. 
(3 + ni) (6 — 4i) Luego: 6n-12 _ 0 
Е = — 52 
и 6n - 1220 
тээн n-12- 
Doc 6n- 12 
p. 18440, (00:12) Цэ 
752 52 


EB Calcula el módulo del siguiente complejo: z = 5 + 4i 


Resolución: 
Sabemos: si z = a + bi = |z |= Va? + b? 


|2|- 452 4? 


12|-425-16 .. |2 |= 441 
B Halla n si el siguiente número es imaginario puro. 
3+2ni 
4 — 3i 
Resolución: 
Sea: z= 4440 - ki; (imaginario puro) 
3 + 2ni = 4ki – ЗК? 
3 + 2ni = 3k + 4ki 
Donde: 3k 23 > К= 1 
2n=4k ..nz2 
ЕЭ Halla el valor de a para que el siguiente cociente sea un nümero real. 
4 — 3i 
Resolución: 
 (3-2ai) (443)  12+6a+(9- 8а) 
(4-31) (4+3) 4-(3у 
Por dato: el cociente debe ser un número real. 
p. 12+6a , (9-8a), 
Entonces: E = әв t 25 | 


29-8a-0 ха-4 


| 10 7 Halla el opuesto y conjugado del siguiente nümero complejo: 
М-4-35 
Resolución: 
M=a+bi = opuesto = M* = —a- bi 
conjugado = M — a — bi 
-М-4-5 A М--4-5 


ЮЭ Calcula z =a + bi, si Im(z) = 2Re(z) y |=1 


Resolución: 
z-1j|. Led c 
—у|=1=[2-1|=|2 7| 


(а= 1) + bi] = Қа — 7) + bil 


lía 1)2 +62 = lía - 7 +62 


а? – 2а+ 1 = а2 – 14a +49 


12а = 48 =а= 4 
Además: b = Im(z) = 2Re(z) = 2(4) 
b-8 


21:440-4-8| 
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Y UNIDAD 3 


ECUACIONES DE PRIMER GRADO 


PLANTEO DE ECUACIONES 


Atención 


Una igualdad es la relación de 
dos expresiones las cuales se 
verifi a un mismo valor. 


sG] 


Existen dos clases de 
igualdades: 


er valor de sus 


Así: 
(a + bla – b) = a? - b? 
Sia-5 ^ b=2 
5 (5 + 2)(5 – 2) = 52 – 22 


variable. 
Así: 


Verifica solo para: x = —1 
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CB SOLUCIÓN O RAÍZ DE UNA ECUACIÓN ALGEBRAICA 
Es aquel valor que toma la variable y que verifica una determinada ecuación. 
Ejemplo: 


En la siguiente ecuación: 10x — 30 = x + 60 х = 10, es una solución o raíz de la ecuación, ya que: 


a 2 С 
1. miembro 2.* miembro | 190) - 30= 10 + 60 


Resolver una ecuación consiste en hallar todas las soluciones de dicha ecuación. 


Tipos de ecuaciones 


Ecuaciones algebraicas Ecuaciones no algebraicas 
Una ecuación algebraica en х contiene solo ex 3 —33-2-0 Ec. exponencial 
presiones algebraicas como polinomios, expresio- 


à : 2logx — 120 Ec. logarítmica 
nes racionales, radicales u otros. 


tanx — 1-0 Ec. trigonométrica 


Así: 

х2 3x 41-0 Ec. polinomial 
211 a 9s 0 Ec. fraccionaria 
x-1 2x-«1 


3x1 -4x-1 =0 Ec. irracional 


CB ECUACIONES EQUIVALENTES 


Llamamos ecuaciones equivalentes a un conjunto de ecuaciones que tienen exactamente las mismas soluciones. 


Ejemplo: 
Sea la ecuacion: 
X - 3 > 22 | 
X3 x. -3 Generalmente para resolver ecuaciones, elaboramos una 
2 5 lista de ecuaciones equivalentes (cada una más sencilla que 


5x + 15 - 2x = -30 la precedente), terminando con una ecuación cuya solución 
3x = —45 podemos hallarla con facilidad. 
X 


CD PRINCIPIOS GENERALES PARA LA SOLUCIÓN DE ECUACIONES 


1. Si sumamos o restamos una misma expresión (numérica o algebraica definida) en ambos miembros de la 
ecuación, obtendremos otra ecuación equivalente a la primera. 


Ejemplo: 
En la ecuación real: 9x — 7 = 6x + 5 
Restamos a ambos miembros la expresión 6x, asimismo, sumamos a ambos miembros 7 y obtenemos la 
ecuación equivalente; veamos: 
(9x – 6x) - 7 +7 = (6х – 6х) +5 +7 
(Ecuación equivalente) 3x = 12, solución: x = 4 


2. Si multiplicamos o dividimos ambos lados de una ecuación por una expresión que representa un número real 
distinto de cero; en esta situación suceden dos casos: 


8) Si dicha expresión es un valor constante, tanto para la multiplicación y división, tendremos en este caso 
ecuaciones equivalentes. 


b) Sila expresión contiene una incógnita, es posible que se introduzcan soluciones extrañas para el caso de 
la multiplicación y eliminando o cancelando soluciones para el caso de la división. 


A 


С) ECUACIONES DE PRIMER GRADO 


Se denomina así a aquella ecuación polinomial de una variable, que se reduce a la siguiente forma general: 
ах-0-0  |donde despejando la variable х obtenemos: x = — 2 


Análisis de la ecuación: ax + b = 0 


1 Sta 0 ^ bz 0,la ecuación es: 
compatible determinada y su solución: 


Atención 


xe -2 es única. 


ll. Si:a=0 ^ b 30, la ecuación es: 
incompatible y no tiene solución: xc () o xES 


Yero finito de 


Ejemplos: өшеп 
3 1 3 soluciones. 
1. Halla el valor de x en la ecuación: 2 28 1 -7 


Indeterminadas 
Si tiene un nümero infinito 
iones. 


Resolución: 
Multiplicamos en forma conveniente por 7(2x — 1); donde x + > miembro a miembro quedandonos: 


* Incompatibles o absurdas 
Aquel ner 
T(3x + 1) = 3(2x — 1) solu 


21x-726x-3 


Transponemos términos: 21x — 6x = —3 — 7 


Despejamos la variable: 15x = -10 
-2 
Цаг 


La solución de la ecuación compatible determinada es: Е 


.Х41,3-1 x42, 2x-3 
2. Da el valor de x en: Eg uc LEM E 


Resolución: ATUS 
€ Nota 


Multiplicando ambos miembros por el МСМ de los denominadores (6): x + 1 + 2(3x + 1) = 3(x + 2)+ 22x — 3) 


i Si se multiplica a ambos 
х+1+6х+2=3х+6+4х—6 ¿ miembros por una expresión, 
: estos deben considerarse 


En ambos miembros, reducimos términos semejantes: 7x + 3 = 7x +0 i diferente de cero: 


Transponemos términos: Tx – Tx = -3 } Por ello, en el ejemplo 1: 


Hallamos el valor de la incógnita: 0Х--13-ХЄ0 ; 2x-120 = x+ 4 


La ecuación es incompatible, no tiene solución, ya que no existe algün nümero que multiplicado por cero nos Mo a E И 
da como resultado tres. 


3. Resuelve la siguiente ecuación: (x + 2ү + (x+ 3)? + 5х = (х – 1)? + (х – 7? 


Resolución: i Si hay denominadores 
Desarrollamos cada binomio al cuadrado: (х2 +4х+4) + (х2 + 6х + 9) + 5x = (х2 —2х+1) + (х2 — 14х + 49) — i con valores constantes, 

i los eliminamos todos 

i multiplicando por el MCM 
Reducimos términos semejantes en ambos miembros de la ecuación: 2x2 + 15x + 13 = 22 — 16x + 50 i (mínimo común múltiplo) de 

i los denominadores a ambos 

2 нэ : В 2 . " i lados de la ecuación. 

La transposición de término es equivalente a decir: restamos 2x^ a ambos miembros de la ecuación, a su vez, Е 


sumamos 16x a ambos miembros де la ecuación y рог ültimo restamos 13 a ambos miembros de Іа ecuación: 
2x? — 2x? + 15x + 16x + 13 — 13 = 2х2 — 2x? — 16x + 16x + 50 — 13 


-0 -0 -0 -0 
31x 2 37 
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Los pasos a seguir para 
resolver ecuaciones: 


PASO 1 
Desarrola las diferentes 


operaciones indicadas re- 
lacionadas con la variable. 


PASO 2 


Reduce términos semejan- 
tes en cada miembro de la 
ecuación. 


PASO 3 


Realiza la transposición de 
términos. 


PASO 4 


Despeja la variable luego 
de reducir términos seme- 
jantes. 


CD EFECTUAR 


1 
д. 


Тал 
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31x 2037 


Despejamos la variable, en este caso dividimos ambos miembros entre 31: 31 ^M 


La solución de la ecuación compatible determinada es: 31 


PLANTEO DE ECUACIONES 


a un conjunto simbólico que contienen variables, signos de colección y signos de operación. 


Nümeros enteros consecutivos 


Ejemplos: 
1. Escribe cinco nümeros enteros consecutivos, empezando con el 3. 


Resolución: 
X X+1;X+2;X+3;X+4 
3-4 75. 100100 


2. La suma de dos números enteros consecutivos es 11. Determina el mayor. 


Resolución: 
Interpretamos y transformamos el enunciado: 


La suma de dos números enteros consecutivos es 11. 
X (х + 1) = 11 
х+(х+ 1) = 11 
2x112112x-5 


El mayor de los números: 
x+1=5+1=6 


determina el segundo número. 

Resolución: 

Sean los números: x; X+ 1; х+ 2; X 3; x+4; x+5 
La suma: 6x + 15 


dato: 6х + 15 = 8a = 81 (cuadrado perfecto) = 6x = 66 = х= 11 
Piden: х+ 1 = 12 


Resuelve las siguientes ecuaciones: 


7)(5х — 4) = 6(bx? — 1 хэс 
(6x + 7)(5x — 4) = 6(5x* – 1) 8. i 5 gen 
TX 
2х +19 = 345 22022) 
22222011) 
2x ОИ p 10. 5x — = 101x = 103 
Y 21 
5x-13 3 11.3x-1=x+2+x 
K a E Пф 
ОТЫ С пошао 
2 2 
X X 
Раа 
2 : 5 " 13.х+ $ =3х-1 
XX Кый 
e 


En el planteo de ecuaciones el punto clave es el de INTERPRETAR Y TRANSFORMAR ENUNCIADOS verbales 


3. La suma de seis números cosecutivos dan como resultado N = 8a; donde N es un cuadrado perfecto, 


Problemas 


Resolución: 


1/2x+11,1/4x+1]_ in 
323) e) = 16-9 


2x +1, 4x+1 | x-1 
4 12 4 


6x+3+4x+1  x-1 


10х+4 = 3х – 3 
ТХ--1 
x=-1 

. CS = [-1) 


Resolución: 
Determinamos el comün denominador: 36 
12(x-1)*6(x-2)*4(x-3) x-4 


36 12 
12x — 12 + 6x – 12 + 4х - 12 = 3(x – 4) 
22x — 36 = Зх – 12 
Е s a24 
19x = 24 х= 79 


Resolución: 


ПЕЕ ЕЕЕ: 


111 
313 


3127 9 
x 13. 
==.” 

Xx -121 
27 9 
= x- 363 


г. Piden: x + 1 = 364 


resueltos 


Resolución: 

Sabemos que x = 3. 4m = 2 

Reemplazamos: ia 2 

3m m^ = m^ - т+ 2 5 
3m+m=2 m - 0,5 


Resolución: 
ШХ--3-2Х-4 1 
x= == 
mx- 2х = 1 nes 
(m — 2)x = 1 Si es incompatible: 


m-220- mz2 


Resolución: 
n.° preguntas correctas: C ; n.° preguntas incorrectas: 70 — C 
= 5.C-2.(70-C)=140 


5C — 140 + 2C = 140 
7C = 280 
C=40 


*. n? preguntas correctas es 40. 


Resolución: 


Н + 12 
Perímetro = 64 т 
Suma de lados del rectángulo = 64 т 
> 2H + 2(H + 12) = 64 
Н-Н-12-32 
= Н= 10 т 


Dimensiones del rectángulo: 
= Altura: H = 10m 
* Base: Н + 12 = 10 + 12 = 22 т 
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SISTEMA OE ECUACIONES LINEALES 


| Моа Ча Meu 


1.4 EL ORDEN DE UNA: 


MATRIZ está dado por : Es un arreglo rectangular de elementos dispuestos en filas y columnas. Para representar a una matriz se utilizan 
la representación m x n : letras mayüsculas. 
donde: : | 
: Ejemplos: 
m: nümero de filas : 
п: número de columnas. | : i í d 5. 21. 1B >f 
f9--d- ym fils B-|g. 0-41, рн 
: А = 1 [ 1 f filas 1-- -- D = 5 185 
Luego, para los ejemplos : (e е y 2x32 {т=з== #3 fa 
citados: : Yy yy Yy y 5 
: Ey dec Orden de 
A es una matriz de i ма NN. ш, lematriz cow uw, Orden de 
orden 2 x 3. : columnas columnas la matriz 
B es una matriz de : 
ына : Igualdad de matrices 
E i  Dadaslas matrices del mismo orden (2 х 3): 
i* Alas matrices se les en- : 
cierra entre paréntesis o ! m, m, M3 mn Ng 
corchetes: : М = m, m- m ^ N- п, ne n 
: 4 115 Mb), 3 4 15 fla], i4 
с-(1 351) 351] : : a : я А 
“| 099) |-1099/[ : Estas matrices serán iguales (M — N) si sus elementos correspondientes son iguales. Así: 


(D DETERMINANTE 


Es la relación funcional que aplicada a una matriz cuadrada la transforma en un escalar (nümero real). Se le 
representa encerrando los elementos de la matriz entre dos barras verticales: 


filas es igual al número 
columnas. Notación: |A[; D(A); Det(A) 


Diagonal secundaria А 
161 Desarrollo de un determinante de orden 2 


M- i De la matriz de orden 2: 
ын 5, 47 signo cambiado (—) 
шэн А- 5 | =|A|= ¿e >Í |A 2 ad - bc 


le orden 3 x 3 TES 
er con su propio signo (4-) 


Desarrollo de un determinante de orden 3 por menores complementarios 
De la matriz de orden 3: 


abc TCR 
М=[4 e {| = Siempre toma en cuenta los signos “asumidos” a la matriz: | - + — 
ghk PE 


Ahora: 
* Elige una fila o columna (cualesquiera) la que se llamará: línea fija. 


* Cada elemento de la línea elegida es multiplicado por un determinante cuyos elementos están fuera de las 


líneas fija y móvil. 
ad 


+ La regla de LAPLACE Ejemplo: 
(menores | | 


-7 3 -1 
e Calcula el determinante de: | 4 0 6 
24 3 


Resolución: 
+-+ 
e Cuadro de signos: |— + — 


poe 
C2 


* Tomamos como referencia la segunda columna (c3). 
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-7 3 —1 1 6] -7 -1| ,j=7 -1 
10 sb 39 2 314 1 6 
24 3 


Atención 
= —3(1(3) – 2(6)) - 4((—7)6 — (-1)1) = –3(3 – 12) – 4(-42 + 1) = 191 


Resuelve el mismo ejemplo, pero ahora tomando como referencia la segunda fila (debes obtener el mismo valor 
de la determinante). 


CD SISTEMA DE ECUACIONES LINEALES 
Es el conjunto de ecuaciones que se verifican simultáneamente para los mismos valores de sus incógnitas. 


ах + buy =C] 


Representación normal: Donde: ay, b4, Cy y az, bo, c; € R. 


ах + boy — C5 


Interpretación geométrica 

A) Sistema compatible (consistente) Resolución: 
Cuando existe solución: si las rectas se cortan, el у 
sistema lineal tiene una ünica solución dado por la 
intersección de estas. En este caso las ecuaciones 


son independientes. a,b 

Ejemplo: а 0 Къа 

Resuelve: х + y = 6 solución 
Х-у-2 Х 


B) Sistema compatible indeterminado 

Cuando existe más de una solución: si las rectas son 
coincidentes el sistema de ecuaciones tiene infinitas 
soluciones que están representadas por todos los 
puntos de la recta. En este caso las ecuaciones son 


dependientes. 
aj bj) С; 
Ejemplo: - — 


Resuelve: x-y-5 


Tx – Ту = 35 
Resolución: 
C) Sistema incompatible (imposible, absurdo, Resolución: 


inconsistente) 
Cuando no tiene solución: si las rectas son paralelas el 
sistema de ecuaciones no tiene solución, en este caso 
las rectas nunca se cortan (no hay puntos en comün). 
En este caso las ecuaciones son independientes. 


a u,a 
by b с; 


Ejemplo: 


—— 
Resuelve: x+ Зу = 10 H : 


2x + 6y = 12 248 Conjunto solución es el : 
i conjunto de valores que : 

toman las incógnitas para ! 

los cuales se verifica el sis- : 


CD RESOLUCIÓN DE SISTEMAS DE PRIMER GRADO | tema. 


1. Método de sustitución кык. 
Ejemplo: ; interpretación geométrica: 
Se define la operación * mediante: x*y 2 x + y + xy i A. CS = (4:2) 
Entonces la solución del sistema de ecuaciones: : B.CS-R. 

1x + (-1)y = 6 : C. CS = Ø (conjunto vacío) 
2*x + 3*'y-2 es: $ 
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Resolución: 
Hacemos uso del operador * formamos el sist. 


lineal: 
1*х + (-1)y = 
1+х+ 1(х) + LPS 1у-6 
e 7 Nota | 1+х+х-1+у-у=6 
: * Los sistemas equivalen- ! 2x=6 
tes son aquellos que a : ә xz-3 (1) 
pesar de tener ecuaciones ; 2*x + 3'y = 2 
diferentes aceptan las 2+х+2х+3+у+3у=2 
mismas soluciones. -2 80 4y E (2) 


* Se denomina ecuaciones 
independientes si los 
coeficientes de una misma : 
incógnita no son propor- 
cionales. 


2. Método de igualación 
Ejemplo: 

Resolución: 
Con la condición del problema formaremos nuestro 
sistema de primer grado: 
Como x e y puede tomar cualquier valor real; 
asumimos por conveniencia: 
1°x=0,y=1 
22Х-1,у-0 
mx + my + nx - ny - 15x - 7y = 0 


Atención 


Ecuación шэг de una 


enlos 


Haciendo x = 0; y = 1 en (1): 


m(0) + m(1) + n(0) — n(1) — 15(0) — 7(1) 2 0 
0+m+0-n-0-7=0 
m-nz7 ..(2) 
e Haciendo x = 1; y = 0 en (1): 
m(1) + n(0) + n(1) — n(0) — 15(1) – 7(0) 20 
Tiene como ecuación: m+0+n-0-15-0=0 
х,у + | т+п= 15..(3) 
a "b 
Ecuación simétrica de la 3 Método de reducción 
recta L. Ejemplo: 
1 1 a b 10 


Sean las matrices: A — | 0 1 


3] e | 4| 


Si AB = С, entonces el valor de a — b + с - d es: 


111401 [10 
13Ac d) 101 
a+c 0441 [10 
a+3c b+3d) 101 
Las matrices son iguales entonces sus elementos 
correspondientes también serán iguales: 


Resolución: 
De la condición AB = C 


a+c=1 41) 
b+d=0 42) 
a+3c=0 43) 
Sean A y B matrices 
cuadradas de orden 2: b+3d=1 (4) 
да E | BIS Ё d * Desarrollamos el sistema formado por (1) y (3): 
— — 1 sistema 12155 zu 
а bVe f a+3c=0 (3) 
das gr al J * Multiplicamos la ecuación (1) por (—3) miembro a 
_ =“ ч bg af + n miembro: 
ce + dg cf —3a — 3c = -3 (5) 
| а+3с=0 ЖЕ) 
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El sistema lineal está formado por las ecuaciones (1) 
y 2): 

x23 : 

3x + 4у = -3 442) 
Sustituyamos (1) en la ecuación (2): 

3(3) + 4y = 3 

4y =-9-3 
y--3 
5 CS ={(3; –3)) 


Si se cumple que: mx + my + nx — ny — 15x — 7у = 0 para todo valor real de x e y. Entonces el valor de mn es: 


Despejando de las ecuaciones (2) y (3) la 
variable m: 
m=7+n 

m-15-n 


Las dos expresiones (4) - 
despejada: 
Т+п= 15 – п 
21 = 8 
n=4 


(4) 
(5) 


(5) de la variable 


Sustituimos el valor de n en (4): 
m=7+n 

m=7+4 

т = 11 


Nos piden el valor de m . n: 
m.n=11.4=44 


| 


Sumamos miembro a miembro las ecuaciones 
(5) y (3): 
-24--3-а-34 


..(6) 
(1): 


Sustituyamos la solución obtenida (6) en 


a+c=1 
3 1 
2 2 


Hacemos lo mismo para el sistema formado ahora 
por (2) y (4): 
2.° Sistema | 

+ 


+с=15с=- 


40) 
444) 


Se deja para el alumno hacer los pasos (3), (4), 
(5) y (6): 


SD zí. 
b= ^ 4-2 
3 1 1 1 
Nospiden:a —b--c-d— че е 
os. Ls 
272 > 


Problemas resueltos M 


ЕЗ Resuelve el sistema: Operamos (1) y (2) resulta: Evaluamos x = 6 en (4): 
| + Зу p. 5x--2y = 50 ..(3) 2(6) + 3y = 42 
х+у= - = 
Luego halla m, si cumple: mx + (m + 1)y = 37 хэл ах: у= 
Multiplicamos por 2 a (4) y y-10 
Resolución: por 3 a (3): | 
5х + Зу = 36 441) Evaluamos x = 3 en (2): 15x + бу = 150 E есея 
Тх+у= 28 40) 7(3) + y = 28 4x+6y=84 1 С) 
y=7 11x = 66 
Multiplicamos por 3 a (2): x=6 
A Reemplazamos: 
х+оу= = m(3) + (m + 1)(7) = 37 
21x + Зу = 84 te 3m 4 7m 4 7 — 37 5 ХТ т: 
222187 10m = 30 14m + n = 15 
= яс . E 8m Зп = 5 
Resolución: 
E» Calcula (x + y) en: 14m + n = 15 4401) Multiplicamos por 3 a (1): 
3x - Ty z 17 8m – Зп = 5 ..(2) 42m + Зп = 45 
2x + by = 12 Bm a 3nes5 9) 
B 50m = 50 
Resolución: т = 1 
3x+7y=17 ...(1) Evaluamos el valor de y 
2x + 5y = 12 ..(2) en (2): Calcula x: 
2x + 5(2) = 12 СЭ сох 2120 
e («+ 1) + 3(y - 1) = 13 
Multiplicamos por 3 a (2) y 2x=2 A(x + 1) - 8(y - 1) =12 
por 2 a (1): x=1 
6x + 14y = 34 лх+у=2+1=3 7 
6x + 15y — 36 le Resolución: 
-у--2 2(x + 1) + 3(y – 1) = 13 Multiplicamos por 8 a (1) y por 
у-2 4(x+ 1) - 8(y – 1) = 12 3 a (2): 
=2x+2+3y-3=13 16x + 24y = 112 li 
+ 
ED cac x 2x+ 3y = 14 .(1) 12x - 24y 20 
9y — 2(x + 1) = 17 Md эээ, ; 28x = 112 
12y + (x+ 1) = 41 х-8у=0 ..(2) х-4 
Resolución: ЕЭ Calcula x 
9y – 2(x+ 1) = 17 De (1) y (3): 12x + 4y = 40 
12у +(x+ 1) = 41 9y-2x-19 | (4) 8x – 9y = 15 
= 9у – 20-2 = 17 24у + 2х = 80 2 
ду- 2x = 19 t) 33y = 99 Resolución: 
2 12y «x 1-41 y=3 - es e ie E por 9 a (1) 
12y+x=40 (2) i m ЕК portato 
M Luego y = З en (2): 108x + 36y = 360 | 
Multiplicamos por 2 a (2): 12(3) + x 2 40 32x — 36y = 60 (+) 
2.(12у+х)=2.40 эх=4 ох 420 
24y+2x=80 ...(3) Е 
х= 3 
ES Calcula (y — x) en: ED Halla x: 
XO dyes Y 4x + 5у = 29 
ы = A => 
55 3+2 бх+у= 37 
Resolución: Resolución: 
XX ДЕ ; X,Y. 4x + by = 29 ..(1) 
+= = 441) 255 5-1 „(2 
2*5 (1) 372 (2) xy - 37 40) 
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Multiplicamos por 6 a (1) y 
por 4 a (2): 
24x + 30у = 174 |; 
24x + 4y = 148 
26у = 26 
у= 1 


ED Resuelve: 


ЕЭ X 
AK X-2 


Resolución: 
(х+ 1)(x+2) - x 2 11 
х“+2х+х+2—х° = 11 
3x-9 
S Xe 


103 Halla el determinante de: 


123 
A-|-1 0 4 
-2 1 5 
Resolución: 
11213 
A 024 
-2 dis 
-1 4 
==) 5 [+0 


IA] = –2(3) + 0 – 1(7) 
JA] =-13 


3 
-2 БЕ 4 


Evaluamos у = 1 en (2): 
6x - 1237 
6x = 36 
x=6 


Оо 


Ub Resuelve por el método de sustitución: 


6x+3y=5 201 
3x + 12у = 13 m2) 
Resolución: 
De la primera ecuación 
tenemos: 
6x+3y=5 
3y = 5 — 6х 
_ 5 – 6х 
у= (3) 


Sustituyamos en la ecuación 
(2): 
3x + 128%) -13 


Зх + 4(5 — 6x) = 13 
3x + 20 — 24x = 13 
21x27 


>X= < 


3 
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Luego reemplazamos е! 
valor de x en (3): 


у= 348 
«i£ 
y=1 
Entonces: 

х= 1 лу=1 


B Halla y por el método de igualación: 


4х + 3у=7 
Tx – 5у = 43 
Resolución: 
z 2173) 7-3y _ 43+5y 
4х +3у=7 = х = 1 == 
пев Вахе 49 — 21у = 172 + 20у 
ї -41y = 123=y=-3 
Resuelve: 
у= = ЯС : 
| x+y==3 e indica хус. 
Resolución: 
Aplicamos el método de Ahora,  sustituimos este 
sustitución, en el sistema: valor en la ecuación (1): 
2x-y=4 01) 2x - (-2) =4 
x+2y=-3 ...(2) 2x 22243 x-1 
2. Xy? = 1(-2)2 24 


De la ecuación (2) despeja- 
mos x: x = —3 — 2y 


Ahora reemplazamos en la 

ecuación (1): 

2-3-2у)-у-4 
-6-4у-у-4 

-5y = 10 > y= 2 


Аа ia „йй 
55 e indica ху. 


Resolución: 
Por el método de igualación: 
2y-x=1 (1) 
pma ..(2) 
De la ecuación (1) despejamos y: 
ERES: 
2 


De la ecuación (2) despejamos y: y = 8 — 2x 


Igualamos las dos ecuaciones, tenemos: 


—— =86-2х»1+х=16—4х 


5x2152x-3 


Reemplazamos este valor en la ecuación (1): 
2y-3=1=y=2 


„. Хү? = 38 .22=36 


ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO 
Ө PLANTEO DE ECUACIONES 


CB ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO 


Son aquellas que se adecuan a la expresión: 


ax?: término cuadrático 
bx: término lineal 


c: término independiente 


Cálculo de las soluciones de la ecuación 
|. De la forma: ax? + c = 0 


Ejemplo: determina las soluciones de la ecuación 3х2 — 147 = 0 


* Simplificamos coeficientes: х2 -49-0 
* Despejamos la variable: х2 = 49 

* Sacamos raíz cuadrada: x = + 7 

-1 У х= T 


* Soluciones: x, 


Il. De la forma: ax? + bx = 0 


Ejemplos: resuelve las ecuaciones 
1. 15x? + 35x = 0 


* Simplificamos coeficientes: 3x* + 7x 20 
* Extraemos factor comün x: x(3x + 7) 2 0 
* El producto es cero, esto indica que cualquiera 
de sus factores es cero: 
x=0vV3x+7=0 
7 
x=0Vx= -7 


* Soluciones: x, 2 0 V X; 3 


Cálculo de las soluciones de la ecuación completa 


De la forma: 


|. Por factorización (aspa simple) 


a: coeficiente principal 


* A las ecuaciones de se- : 
gundo grado también se ; 
les denomina ecuaciones : 
cuadráticas. : 


Ecuación de 2.° grado 


Completa: 


ax? -рх-с-0 


Incompletas: 


incompleta 


Otro procedimiento 
Luego de simplificar coeficientes: х2-49-0 


Por diferencia de cuadrados: (x + 7)(х—7)=0 
Cada factor igualamos а cero: x - 7 Z0vx -7 20 


* Soluciones: xy 2 —7 V х= 7 | | 
* Todas las soluciones en 
cuaciones se darán 
2. —17x? + 10x 20 
* Multiplicamos por (—1): 179° — 10x 20 
x(17x — 10) 20 


2x20 v 17x-1020 


Soluciones: 
Ш _ 10 
X20 V x= 17 


Luego de emplear el aspa simple quedan dos factores, cada uno de ellos se iguala a cero, resultando de esta 


manera las dos soluciones. 
Ejemplo: 


2 
OX AX L1 3х 
Resuelve: > 56 pt 5 


Resolución: 
* Multiplicamos en aspa el primer miembro de la 
1 


ecuación y factorizamos 5 


62x 1 

р" 50 +3х) 

Lo que divide pasa al otro lado de la ecuación a 
multiplicar: 

30x? + 10x = 12 + 36x 


en el segundo: 


Reducimos términos semejantes y dividimos entre 
dos: 
152 - 13x -6- 0 


Recuerda 
Discriminante (A) = b? — 4ac | 


Si: 
e Factorizamos por el aspa simple: Í 
15x? – 13х - 6-0 


A>0 = х Xj X Ax; ER| 


A<0=xXxyXxECT 


pe a = 
—13x 


Los factores igualamos a cero: 
3x+1=0 v 5х-6=0 


Soluciones: 
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Observación 


Del ejemplo, observamos que: 
x= 15 хә = a 


Хү Хо 


Se concluye: 


Si: А > 0 las raíces que 
se obtiénen son reales y 
diferentes. 


: Expresión general de la : 
i ecuación cuadrática: 


ax? 4 bx ^ c-0 


La representación de 2 nüme- 


ros (Z^) consecutivos impares 
зе da como: 
| 2Х-1:2х-1 


o también: 


X; х+2 
У x: impar 


Observación 


* Enel 


ültimo ejemplo, nota 
la 1 


ent 


lic ado por 3, más que 


IEEEILNN 


| 2.° nümero es 
multiplicado por 3 más que 
el 1.* 


(^ 3((2N — 5) +N) | 
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Il. Por aplicación de la fórmula general 
Se recurre a esta forma cuando el trinomio no es factorizable por el método del aspa simple. 


_ —b x 4b? - 4ac 


Fórmula de Сато | x 
2a 


Ejemplo: 
Determina el conjunto solución de: 5x? = 1 + 4x 


Resolución: 
* Adecuamos a la expresión general: * Determinamos sus raíces: 
552-4Х-1-0 х=2®{16+20 _ 4+6 
1 10 
* Identificamos las constantes: a = 5; b = —4; c = —1 ш _ 
gest у adc? 
* Reemplazamos en la fórmula de Carnot: 1 10 5 І 1 
-A 1-4) -(8)-1) шингэж: 


Хэт 


2(5) 


Propiedades de las raíces 
Dada una ecuación de segundo grado se tiene: 


Producto de raíces 


=Ç 
MAA 


Suma de raíces 


«ex =- 


d PLANTEO DE ECUACIONES 
Sobre números enteros consecutivos 
Ejemplo: 
Encuentra dos números enteros positivos consecutivos impares, tales que el cuadrado del segundo menos el 
primero sea 212. 
Resolución: 
e Sean los números: x y x + 2 
• бедип el enunciado: 

(x 4- 2)? - х= 212 


* Usamos la otra representación: 2x — 1 y 2x + 1 
* Del enunciado: 
(2x + 1? – (2x - 1) = 212 


х2 + 3x-208-0 i m = аш 
X 415 
Эн p e -7 
X - __15 A 
PELLI реле =0 > 2 FZ 
E a x=7 
* Los números serán: - Los números serán: 
x=13 2х-1= 13 
х+2= 15 2х+1= 15 


Sobre datos numéricos 


Ejemplo: 
Un segundo nümero es 5 menos que el doble del primero. Si el segundo nümero es multiplicado por 3 más que 
el primero, el resultado es 21. Encuentra el menor de los nümeros enteros. 


Resolución: 
* Sean los números: 1.% número =N ^ 2.° número = 2N — 5 
* Del enunciado: 
El 2.* número es multiplicado por 3 más que el primero, el resultado es 21 = 3((2N — 5) + N) = 21 
=>3IN-5=7 > №4 


* Рог último, el menor de los números es: 2N — 5 = 2(4) – 5 = 3 


Problemas de aplicación 4. 


1. Resuelve: /3x? 12 -x 40 


Resolución: 
/ 3х2 12 =x 
3х2 – 12 = 2 
2x = 12 
х= +06 


2. Determina el valor de a si —5 es solución de: 


х +ах+ 1020 


Ол 


Resolución: 
Si —5 es solución; verifica la ecuación: 
= (5) + (11 – 5) +10=0 
25-5a+10=0 
—5a = —35 
a=7 


3. Sim y п son raíces de: x? — 10x + 2 
Calcula m? + n? 


o 


Resolución: 
Sabemos que: (m + n) 


Por definición 


2 =m? +2тп+п°... (1) 


m+n==2 1; b = —10) 


En (I): 
(10? = m? + 2(2) + n? 


96 = т2+ п? 


CD EFECTUAR 
1. Resuelve: 


кое; 


2. Resuelve: 
х2-3Х-1-0 
Indica la mayor raíz. 

3. Resuelve: 

X4 3x-520 
Indica la menor raíz. 

4. Resuelve: 
хХ2-2Х-5-0 

5. Resuelve: 

х +4х-3=0 


Jesüs tiene la mitad de lo que tengo y Mery el triple 
de lo que Jesús tiene. Si tengo x, ¿cuánto tiene 
Mery? 


Resolución: 
Dato: tengo x 


Jesús tiene: 


IE: DIES 


Mery tiene: 


. El séxtuplo de un nümero aumentado en 8 excede 


en 2 al nümero 70, determina el nümero. 


Resolución: 


Sea N el nümero: 
6(N + 8) -2=70 
6(N + 8) = 72 
N+8=12 
N=4 


. Un número es a 7 como 6 es a 12 veces dicho 


número, disminuido en 3. Determina el número si 
es positivo. 

Resolución: 

Sea el número: x 


El número es a 7: 7 


4 es a 12 veces el número, disminuido en 3: X 
x. 6 — 23 = 
ак шон 3x = 42 
12x* – 3x - 4220 
4х í 
3x bu -6 
ава md = 
X= 4 Vx=2 
x=2 
6. Resuelve: 12 
2 Tx 43-20 
T. Resuelve: 13 
3х2 -2x-6-20 


8. Halla la mayor raíz al resolver: 
6 - 11x- 3-0 


9. Halla la mayor raíz al resolver: 
10 -x-2-0 

10. Halla la menor raíz de: 

хХ2-2Х-1-0 


11. Halla la menor raíz de: 
х2 6х+6=0 


. Resuelve: 9х - 18 - x? = 0 


Indica la suma de sus raíces. 


. Resuelve: х2 = 16x — 63 


. Resuelve: x + 11 = 10x 


Indica la menor raíz. 


. Resuelve: 48 — x? + 8x = 0 


Indica la suma de sus raíces. 
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Problemas resueltos 


Е 


Resolución: 
2x! - 1x – 1320 


2x -13 —13x 
+ 
е n +1 M 
Их 
= (2х – 13)(х + 1) = 0 


Resolución: 
д = 52 – 4(2)(1) =25-8=17>0 


Entonces: ; А 
ГИ х+1=0 Por lo tanto, tiene raíces reales diferentes. 


2x = 13 X% = -1 


Яс Dresse- msa | 
1 2 
г. La menor raíz es: —1 Resolución: 
Usamos la fórmula general: 
Гр? 
ues 2 i 2 
Resolución: с. 12-422 [2-422 
2 үг 2 2 
x —5xz0 
Factorizamos: x(x – 5) 20 2x20 vx-5z0 


x25 ~. CS = (0,5) 


Resolución: 

4X? — 28x + 49 = (2x - Т) > 2x-7=0 
Resolución: x=7/2 
De la ecuación: 2.08- 8 
má + (9m -4x e m- 1-0 2 
^ — b? — 4ac 


А = (2m = 1 — 4m(m — 1) 


А = 4m? — 4m + 1 — 4m? + 4m 


Resolución: 
Sean los números consecutivos negativos: x; x + 1(x < 0) 


e A 


Por condición, su producto es 132: 


x(x+ 1) = 132 

X +х – 132=0 
Resolución: x ET 
De la ecuación: X 442 
xi - Ax -B-0 (х= 11)(x + 12) 20 
Dato: х; = 3x; х= 11 v x=-12 


x = 11; no cumple con la condición. 
Sabemos que: ; no cumple con la condició 


* 
X + X = —(—А Р : А : 
аи Los nümeros negativos consecutivos serán: 


| 
А x=-12 
3Xo+X=A=>X= = 241 
e 0) x412-1241--1 
() xo; = B ^. —11 (número mayor) 
| 
= 2 В 
3x. X; =B > >= 441) 
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OESIOUALOADES E INECUACIONES 


CB DESIGUALDAD а 
Es aquella comparación que se establece entre dos números reales, mediante los símbolos de desigualdad : . iossimbolosdelasdes- |! 


(босоо. i igualdades se leen como: 


La relación “mayor o igual que” (>) se define como:| а> = a>b у a=b 


55 meyer due Estrictas 
<: “menor que" 


La relación “menor o igual que” (<) se define сото: a<b*F=a<b у a=b 


i >: “mayor o 
Ejemplos: d igual que" No 


" 1525733 V 223 <: menor o estrictas 


ici ifi 1 igual que" 
« 9<99<9 V 9-9 | Es suficiente que se verifique una de las relaciones de orden. 


CD INTERVALOS 


Es el conjunto de todos los números reales que están comprendidos entre dos extremos (pueden ser finitos o 
infinitos). 
Se presentan de dos formas: 


1 Intervalo acotado 
Cuando sus extremos reales son finitos, pueden ser: 


l. Intervalo cerrado Ill. Intervalo semiabierto por la derecha 
Se consideran a los extremos finitos. 


-о а b +œ 


xe[ab) =as<x<b |;a<b 


IV. Intervalo semiabierto por la izquierda 


—оо а р + 
xela,b=a<x<b |;а<Ь 


Il. Intervalo abierto 


No se consideran a los extremos finitos. [ — ] 
—00 a b Sa: se cumplirá la 
Ue 28 D +œ xe(ab]ea«xxb |;a<b 
* Recta numérica real 
xe(ajb ea«x«b |;a<b Es una forma geométrica 


nos permite ordenar a 
¡úmeros reales. 


8 


los 


2 Intervalo no acotado шиг ман 


Es aquel en donde al menos un extremo son los infinitos (—oo о +оо). 


l Il. гс оо 
2 2 


la; +оо) -х € R/x> a) (oo; a] = x e R/xx a) 
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Recuerda 


a» beam «bm | 
аЬ а <Б. 
m m 


lab>0+((a>01b>0)v] 
(a«0^b«0)) 


ab<0+((a<0Ab>0) 
[v(a>0Ab<0)) 


| a >b = a” > p? 
a эн э AY 
*Ic«b«ac c^ «p? <a] 


a»bea?*!.p2*! 
asb tya > ?*1/p5 


a>b 
c>d 


| a+c>b+d 


2 <0+ ((а<0лЬ>0) 


v (a»0^b«0) 


>0+((a>01b>0) 
У (a«0^b«0) 
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C3 INECUACIONES DE PRIMER GRADO 
Son aquellas que luego de ser reducidas adquieren las siguientes formas generales: 


ax+b>0 v ax+b<0 | | 
ax+b20 асер: | оте UA {aib} cR 


Ejemplo: 

Determina el complemento del conjunto solución: zA > IL 

Resolución: 

* Multiplicamos a ambos miembros de la inecuación por 15 4x +1 ) > 15 3x-2 

el МОМ (5; 3) = 15 de 108 denominadores: | 5 | 3 ) 

12x +3 > 15х— 10 

* Sumamos(- 15x) a ambos miembros de la inecuación: 12x — 15x + 3 > 15x — 15x – 10 
—3х+3> – 10 

+ Sumamos(-3) a ambos miembros de Іа inecuación: -3Х-3-3»-10-3 

-3Х»-13 


* Multiplicamos por 13) a ambos miembros de la inecuación: ЕЗ а (3-1) 


-эХ« E 
* Elconjunto solución está dado por: CS=x€ (C) 
* Nos piden el complemento del conjunto solución: 2.208-хє E + 00) 


* Gráficamente: 


C 
CS = (C3) omplemento "y E зэ) 


—oo 13 +оо 


CB SISTEMAS DE INECUACIONES DE PRIMER GRADO 


Es aquella agrupación de inecuaciones cuyas soluciones verifica simultáneamente a cada inecuación. 


Sistema expresado en función de una sola incógnita 


1.° caso: Va;b;cyd c R 


Ejemplo: 

Determina los valores de x que satisfacen a la limitación siguiente: —6 < x + 4 < —1 

Resolución: 

Sumamos —4 a cada uno de los miembros de la inecuación: —6-4<x+4-4<1-4 
-10«x«-5 


Consideramos solo valores enteros, consideramos los que satisfacen x = {—9; —8; —7; —6} 
a la inecuación: 


2.° caso: Va;b;c;d;e yf e IR ax+b<cx+d<ex+f 


Ejemplo: 


Determina el conjunto solución de: в 1 < —— < 3t 2 


Resolución: 


Resolvemos por separado; luego intersecamos las soluciones de (1) 

Х Х- Х 

аг" 1< D 3 +2 

A 

(1) 
Multiplicamos a cada miembro de la inecuación (1) por el МСМ de X qe x= 
sus denominadores (MCM(4;2) = 4). 4 2 
4(L+1)< 455) Atención 
х+4 < 2х – 10 


Sumamos (2х) y (— 4) ala vez a cada miembro de la desigualdad: х – 2х + 4 — 4 < 2х – 2x – 10-4 


-x < —14 [АОВ =хєв/хєдухєв) | 


Multiplicamos por —1 а ambos miembros: (—1)(—х) «(-1)-14) 
х> 14 441) 
Multiplicamos a cada miembro de la inecuación (II) por el МСМ de X-5 2Х 5 
sus denominadores (МСМ (2; 3) = 6): 2 3 
x-5 X 
25) <6(%+2) 


3x – 15 < 2x + 12 > aus =t3;10) | 


Sumamos (-2x) y (15) a la vez a cada miembro de la desigualdad: Зх — 2x — 15 + 15 < 2x — 2x 12 + 12 


x<24 (l) 
Intersecamos los conjuntos (1) y (II): 


El conjunto solución estará dado por: хє (14; 24) 


Sistema expresado en función de dos o más incógnitas 


к i А : 42 > А-8-12:3 

En este caso se tiene que realizar transformaciones adecuadas para obtener el sistema expresado en función de [ А+в-®з] ) 
una de sus incógnitas luego determina su conjunto solución, haciendo los reemplazos adecuados deduciremos 
el conjunto solución de los otros. 


Ejemplo: exámen de admisión UNI 2006-1 (matemática) 


Halla el valor de E = 4x + Зу, donde x e y son los valores enteros que satisfacen el siguiente sistema de 
inecuaciones: 


5х – 3у> 2 
2х+у< 11 
у> 3 
Resolución: 2 [ А-в-с:7) | 
En el sistema de inecuaciones; téngase en cuenta que: (X y) eZ 5х – Зу > 2 41) > 4 
2х+у< 11 ..(2) 
АВ COTEJO 
Multiplicamos por (—2) a la inecuación (1) miembro a miembro: (-2)(5x — Зу) > (-2)(2) 
—10x + бу < -4 ..(4) 
Multiplicamos por 5 a la inecuación (2) miembro a miembro: 5(2x + y) « 5(11) ШИШ БШ 
10x + 5y < 55 46) э = т 
ҺИ Cermo 
Sumamos miembro a miembro: las desigualdades (4) y (5): 11y < 51 яв 4 
у<4, 6 ...(6) 
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¿ Considerar las siguientes 
i propiedades fundamentales 
i delas desigualdades: 


¿ e Si multiplicamos por un nú- |! 
i тего negativo; la desigual- : 
dad cambia de sentido. 


i * Solo se pueden sumar 
H desigualdades que tengan 
un mismo sentido. 


punteadas, esto 
а no forma 


nia " 


} Еп la gráfica de la inecuación 
: (1), podríamos haber elegido, 
} por ejemplo, el punto (-3: 0) 
i que pertenece al semiplano 

} del lado izquierdo, evaluando 
i resulta: 

Н Зх – 2y > -6 

i = 3(-3) – 2(0) > -6 

Н --9»-6 (F) 


; Esto indica que el semiplano 
: que se debe sombrear es el 
: del lado derecho. 
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De (3) y (6) obtenemos el valor entero de y: 3<y<4;6 

>y=4 47) 
Reemplazando (7) en (1) y (2): 28 <х< 3,5 

2x23 
Nos piden el valor de: E = 4х + Зу 


E = 4(3) + 3(4) = 24 


ср GRÁFICA DE UNA INECUACIÓN LINEAL 
Pasos a seguir: 
1. Considera a la desigualdad como una igualdad. 


2. Sila inecuación es lineal, esta es una recta; su gráfica se realiza son dos puntos. 


3. Evalüa la inecuación cuando consideramos el punto (0; 0) — (x; y) u otros puntos adecuadamente. Si es 
verdadera la relación, sombrear el semiplano que contiene al punto, lo cual verifica la inecuación; si es falsa 
la solución será el semiplano no considerado. 


4. Por ültimo el conjunto solución del sistema estará dado por la intersección de los semiplanos. 


Ejemplo: 
Resuelve gráficamente el siguiente sistema: 3x — 2y > —6 (1) 
2x+3y>6 442) 


Resolución: 


e Graficamos (1): 3x - 2y > – 6 Раах-0- y=2 = 1? punto: (0; 2) 


|. 3x - 2y 2 —6 Paray=0 = x=3 = 2. punto: (3; 0) 
А Med 
Il. Los dos puntos donde la recta corta a los ejes La recta la trazamos con una línea continua (>): 
son: 


Parax=0 = y=3 = 1? punto: (0; 3) 
Paray 20 = x=-2 > 2.° punto: (—2; 0) 


La recta la trazamos con líneas punteadas (>): 


YA ^ 
(0; 3), Esta región 
4 representa la 
4 solución de la 


inecuación (1) 


III. Evaluamos para: (х; y) = [0; 0] que se encuentra 


en el semiplano inferior. 


3x- 2y» -6 > 3(0) - 2(0)>-6 > 0» — 6(V) 


Por consiguiente sombreamos el semiplano 
inferior. 


* Graficamos (2): 
2Х-3у26 


1 2x+3y=6 
Il. Puntos de corte con los ejes: 


Esta región 
representa la 


solución de la 
[3 inecuación (2) 


III. Evaluamos para: (x; y) = (0; 0) que se encuentra 
en el semiplano inferior. 
2х +3у2 6 = 2()-3()26- 026 (Р) 
Por consiguiente sombreamos el semiplano 
superior. 


IV. Por ültimo intersecamos los dos semiplanos: 


Esta región 
representa la solución 
del sistema de 


inecuaciones 


CD GRÁFICA DE UNA INECUACIÓN CUADRÁTICA 


(ax? + bx + c; a; сє) 


Se realizan los mismos pasos que el caso anterior. 


Ejemplo 1: 

Determina el conjunto solución de la inecuación: y » x? — 4x — 21 
Resolución: 

| у= х2 - 4x- 21 (i) 


нні Jin 


II. En este caso la inecuación es cuadrática, luego: 


El coeficiente del término cuadrático es positivo, en este caso la parábola 
abre hacia arriba. 
La abscisa del vértice es 2 (lo determinamos a partir de la fórmula —b/2a). 


Sustituyamos este valor en (i) determinamos que la ordenada del vértice 
es: —25 
(y = (2? - 4(2) - 21 24-8 - 21 = —25) 


La curva de la parábola corta al eje x en —3 y 7, al eje y en -21. 
Estos datos son suficientes para graficar la parábola. 


III. Evaluamos para (х; у) = (0; 0) obtenemos: 
0 » — 21 (V) este punto se encuentra en la zona interna de la parábola 
por consiguiente la solución de la inecuación está conformada por 
aquellos puntos internos de la parábola. 


Ejemplo 2: examen de admisión UNI 2002-1 (matemática) 

Dadas las siguientes inecuaciones: xe y <0;x+4<3y, y <x+2 entonces 
los pares (x; y) que satisfacen estas inecuaciones están representadas por 
la región sombreada: 


Resolución: 

Ahora grafica las inecuaciones lineales: x + 4 < Зу; y «x + 2 

Basta con que determinemos las coordenadas de dos de los puntos para cada uno de ellos. 
X + 4 < Зу (líneas punteadas) 


Х-3у-4-0: (05) ys: 0) 


y < x + 2 (líneas punteadas) 
х-у+2= 0; (0; 2) y (-2; 0) 


Evaluamos: 
(х;у) = (0;0) =х+4<3у = 4<0  .(F) 


Intersecamos los tres gráficos: 


“—-у<0 
х+4<3у 
у<х+2 


El punto de intersección Р = (—1; 1) cumple con la ecuación 
y- № 21-21 (V) de esto concluimos que la parábola pasa por el 
punto de intersección P. De la gráfica la alternativa A, es la correcta. 


i х?+у?=9 J3 


aa 


i * La circunferencia tiene por 


ecuación: 
x2 у? эр 
r: radio de la circunferencia ! 


У, 


i Si se presenta como una 
i inecuación: х2 + y? «9 


y^ 


: * Una de las inecuaciones 
i — del ejemplo 2 tiene la 
forma conocida de la pará- 
bola (simple): 
уз х 
que tiene por gráfica: 
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i Evaluamos para (x; у) = (0; 2) į 
i notamos que está en la zona i 
i interna de la parábola. 


i De lo anterior y por la forma 

i de la gráfica se descartan las 

i alternativas C y D; solo queda : 
i elegir entre A; B o E. E 


Recuerda 


Pa inar las raíces de 
un trinomio, se puede emplea 
según el caso: 


A) Aspa simple, o la 
B) Fórmula general 
(cuando el trinomio no 


es factorizable) 


—bz Y b/ — дас 


m 2a 


i e Usamos la fórmula general 
para el trinomio del con- 
junto P: 


2+ Соў а0)а 


i Usamos el método del aspa 
: simple para el trinomio del 
i conjunto О: 


(х — 2а)(х+а)<0 
РС: хо = 2а Л x--a 
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CD INECUACIONES DE SEGUNDO GRADO 
Son aquellas que adoptan las siguientes formas: 


ax? -рх-с» 0 v ac 4 bxec«0 1 
:а42:0 


ax? +һх+с>0 у ax +bx+c<0 


Método de los puntos críticos (A > 0) 
Tómese en cuenta los siguientes pasos para dar solución a este tipo de inecuaciones. 


1, Se verifica que el coeficiente principal (a) sea positivo, si es negativo cambiar de signo a todos los términos 
de la desigualdad, no olvidar que en el segundo miembro figure el cero. 


II. Factoriza el trinomio y asi determina sus raíces denominadas ahora: puntos críticos. 


IIl. Se ubican en forma ordenada los puntos críticos en la recta numérica real para analizar los signos del 
trinomio. 


IV. Marca de derecha a izquierda y en forma alternada los signos: + — +=... 


V. Si el sentido de la desigualdad final es: 
> 0 >! la solución será todas las zonas positivas y si < o <: la solución será todas las zonas negativas. 


Ejemplo: examen de Admisión UNI 2007—11 (matemática) 


Halla la intersección de los conjuntos: P = (x € R/ x2- 2x+a 20) y Q-(xem/x! - ax- 2а? <0} 


Donde: E ха<1 


Resolución: 
* Analicemos el primer conjunto P: X -2x4220 


Su coeficiente principal es positivo: х2 = 1х2 (1> 0) 


Para calcular los puntos críticos empleamos la fórmula general, xy =1-/T=a 


obteniéndose: 
Х2-1441-а 


Ubica los puntos críticos en la recta real: 5 
1 Cac i-a trafic 

(Observa que: 1+ /1—a > 1— 41—a por ello el mayor está a Ж : 

la derecha y el menor a la izquierda). 


Marcamos con los signos respectivos: m = Е d 


2% 4 Ma 1a41-a ** 


La desigualdad final tiene sentido >; por ello consideramos las P:xx e (—oo; 1— {1 — a]U[1-- 41 а; +оо) 
zonas positivas que son el conjunto solución del conjunto P: 


* Analizamos igual que el caso anterior, el conjunto Q: х2 — ax 2а? x 0 


Su coeficiente principal es también positivo: х2 = 1х° (1> 0) 

Sus puntos críticos se obtienen si empleamos el método del aspa X17 —8 ^ х = 2а 

simple: 

Ubicamos los puntos en la recta numérica: 4———9 ———0 — —* 
оо -a 2a +оо 


Marcamos los signos respectivos: 


La desigualdad final tiene sentido <; consideramos solo la zona Q: x € [-a; 2a] 
negativa: 


* Lo que queda es hacer la intersección de los conjuntos, pero hay un detalle el cuál es la relación de orden 
de los puntos críticos, es decir: 


¿1- 41-a»-a? o j1- 41-a« -a? o también: ¿1+ 41—a » 2а? o (1+ (1-а < 2a? 


El dato: = < а < 1 nos ayudará a despejar estas dudas de la siguiente manera: 


El intervalo a donde pertenece —a es: =1<-as- - (1) 

Multiplicamos por —2 miembro a miembro: E =2а<2 (2) 

Sumamos 1 a cada miembro de la desigualdad (1): =й 18513 - 
0<1-а< - 

Sacando raíz cuadrada: je faat 


Multiplicamos por —1 a cada miembro: (-1)0 < (-1/1—& < (-1) 1. 
E z-41-a «0 
Sumamos 1 a cada miembro de la desigualdad: 1- - <1- 1-а <1+0 
3 <1- Иа <1 ..(3) 
Comprueba que también el intervalo es: 1<1+41-а < 2 ..(4) 


* Con estas conclusiones ubica dichos intervalos en forma ordenada sobre la recta numérica real: 


ЧА 
4 2 


1-41-а 11-41-а 3 2a 2 *oo 


* |ntersecamos los conjuntos P y О: 


< 
ІР (0) (0) 
-o -a КЕ. deca 24 E 
Р-0-1-а:1-41-а1011-41-аг24| 
CD EFECTUAR 
Resuelve las siguiente ecuaciones: : 

5, Ix—15 

) ax x. a-x | HE E Ж булл 
2bx р әр 
g) x+4x-2>4 


h) ух-1»3-43Х-2 


X X 
0) А 1 
) yet t xd i) У2Х-6-4х-1425 
d) xe = хез: Р р d 
X-2^ 2x-3 ) Пээ 
5Хх-2/22Х-23 s 2 42 W 2 
E XFA x43 zd k) qe T eve 


A 


El sentido de la desigualdad 
cambia cuando se le multiplica 
por una cantidad negativa. 


Considera la siguiente 
propiedad fundamental: 


Ska 2028-22-08 


Se cumple: 


ктт 


* Téngase en cuenta la 
característica principal del 
siguiente teorema: 
Trinomio positivo 
VXER ^ ax? 4 bx «cz 0 


+| а»0 ^ b?-4acx0 


de 


шин 


Es 


y 7$; 
Со : A ! 
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Resolución: 


si3<Xt2<4 
x+1 


32335131, 
x1 


b. ue 
Seda <4 


Restamos uno: 


2<— <3 
x+1 


Resolución: 

En el conjunto A: 

45-10 > x5 

En el conjunto B: 

2х2 19-13=6 = X23 


b? а?—Ь a 
=+ 1+4x) < = 
а? a?b ( ) b 
Боол a=b? 
= 4х 

a? ab ?b 

b? a b? a-b’ 
Dya D adn 

a^ b a? | a?b 


60 | Intelecturn г?.° 


Invertimos: 
1 1 
7 >х+1> 3 


Elevamos al cuadrado: 


ИРЭН ЭҮҮРЭ! 


4 9 

Restamos uno: 

_3 „|2 48 
д> + 2х2 9 


200+ 2х) € E - 3) 


AUB 


Del dato: 
a«boa «baa 0 «0 10) 


a-b? 
b 


Además, b < 0, entonces en (2): >0 


Por lo tanto en (1): 


[zz 
b 


A 
>0=x<0 
CS = (—o0; 0) 


ED 


Resolución: 


а= cum 2 x58] 


4x-4<x+8 
3x < 12 
х<4 


х-1<3 


5А = (=o0; 3] 


в= [etes 2815] 


3Х-322Х-4 
х21 


2х+1>3 
>B=![3; +00) 
Е=А+В = {3} 
= Piden: (3)? = 9 


Resolución: 
4x? — 12x - 9 > 0; 


(2х)? — 2x3) + 3° > 0 


(2x — 3)? > 0; se verifica v x € IR 
2.08 = В = (оо ; +оо) 


ЇЕ» Resuelve: 


2 
хэс -0 
x -3x-2 


Resolución: 
Por condición: 
(x— 1) (x— 2) 
(x + 1) (x+ 2) 
> (х — 1)(x — 2)(x + 1)(х+ 2) > 0 

Por puntos críticos: 

Х-1Х-2Х--1Х-г-2 

—oo -2 -1 1 2 +оо 
©. хЄ(—со;—2)0(—1; 1) U (2; +оо) 


> 0 


Halla el menor valor де №, Vx € IR. 


13-2 - 4x XN 


Resolución: 

Multiplicando por (—1): 

х2 + 4x + 132 -N 

(x)? +2(2)(х) +4+9> -N 
(x4 27 +92 -N 


pct 


0 
(x + 2)? = 0; рага que N cumple la condición de valor mínimo. 


Entonces: 9 < -N = N > -9 
г. El menor valor de N es: —9 


E» La representación gráfica de los puntos (x; y) que satisfacen la 
inecuación: 


х-у 
—— 3——— c 
x? +y? — 16 


Resolución: 


La gráfica que representa a la inecuación lo determinaremos 
haciendo la unión de los conjuntos A y B (AU B). 
x-y M 
= = 3 > 0 
х2+у2-16 N 
Segün la propiedad de los signos de la división: 
M 


ү>0==(М >0AN>0) v (Mc0AN«0) 


A B 
+  Determinamos la gráfica del conjunto A: 


М> 0:х-у>0 = х-у=0 = х=у 
N>0:x2+y-16>0> х2+у2= 16 


Gráfica дех = y 


Evaluamos рага: 


х-у»0 
1-0»0 
1>0..(V) 


= Sombreamos el semiplano lado derecho. 


Gráfica de x? + у = 42 (г= 4) 


Evaluamos рага: 
(х; у) = (0; 0) (punto interno de la circunferencia) 


X? 4 y? — 16 > 0—16 > 0 ..(F) 


- Sombreamos fuera de la circunferencia. 


Intersecamos: х2 + y =16 Ax=y 


x? + у? = 16 aden. gi 


+ Determinamos la gráfica del conjunto B: 
М<0:х-у<0 = х-у=0 = x=y 
№<0:х2+у2- 16 <0 = х2+у2 = 16 


Siguiendo la misma analogía que el caso anterior: 
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\ UNIDAD 4. 


CD DEFINICIÓN 


Observación El valor absoluto de un número real x se define como aquel número real no negativo que se denota por |Х| 
donde: 
Ejemplos: 
эь : —Ó Дь: Eb od 
1. к-24+2={ соо эв-232-1 Mee 
– (x-2)+2; x-2<0 4-х; x<2 


E a za doge T 
2 A o x120 х 1163 (2+1) = 
цааших M Ru Е | ревет 


CD ECUACIONES QUE INCLUYEN VALOR ABSOLUTO 
Sean x y a expresiones algebraicas, que cumplen los siguientes teoremas: 


|х =а = (а> 0) л (x=a у x=-a) |х| = [| = (x=b v х= -b) 
Ejemplos: 


Ejemplos: 
1. Resuelve: |10x + 2| = |4x — 20] 


1. Resuelve: |х — 10| = 9 
Resolución: 
* Factorizamos en forma conveniente: 
215x + 1| = 2/2x — 10] 
15x + 1] = [2x — 10] 


Resolución: 

* Aplicamos la propiedad: 
x-10=9=x=19 v 
Х-10--9-х-1 


Recuerda 


* Aplicamos la propiedad: 


* El conjunto solución es: (1; 19) 
5x - 122x- 10 v 5x - 12 – (2x - 10) 


2. Resuelve: |x + 6| = 2x — 10 x= үх-3 
Resolución: CS- БТ d 
* Aplicamos la condición: 
2х- 1020 > 2x210 2 xz5 2. Resuelve: [2x — 1| = |3x — 4| 
* Aplicamos la propiedad: Otra forma de solución: 
x+6=2x-10 v x4 62 – (2x – 10) * Elevamos al cuadrado ambos miembros: 
2 2 
64 10-2x-x v x+6=-2x+10 [2x – 1 = [3х - 4 
7 4 (2x - 1 + Зх – 4)(2х – 1-3x+4)=0 
[07 x=16 У х= = 
Servacion 3 (5x _ 5)3 _ " e 
| ; ; - 1)(х – 3) = 0 
a) Ix + yl = Ixl + Iyl; si xy > 0 * Descartamos x = t por no satisfacer la à : yx : > 
b) Ix + yl < Ix] + Iyl six y «0 condición: x > 5 х-1-0Ух-3- 
A ; - x=1 Vx=3 
* El conjunto solución es: (16) CS = (1;3) 


CB INECUACIONES QUE INCLUYEN VALOR ABSOLUTO 


Sean x y b expresiones algebraicas, entonces ten presente los teoremas: 
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Ejemplos: 
1. Resuelve la inecuación: |x — 6| « 9 
Observamos que toma la forma del teorema (1), la expresión algebraica está expresada por x — 6: 


Ix-6|«9 
Aplicamos el teorema (1; -9«х-6-9 
Sumamos 6 a cada parte:-9 +6 «x - 6-6 «9-6 
=3<x<15 


El conjunto solución es: CS = (—3; 15), observa la figura І. 
2. Resuelve la inecuación: |5x – 2] < 3x + 4 
Resolución: 
Toma la forma del teorema (2), las expresiones algebraicas para este caso son: x ^ 5x — 2 y b —^ 3x + 4: 
|5х — 2] < 3x + 4 
Aplicamos el teorema (2): (3x +4 2 0) ^ (-(3x- 4) < 5x -2 < 3x + 4) 


El segundo paréntesis se puede escribir de otra forma: (x 2-1) л (5-22 – 3х 4 Л 5х 2 < 3х + 4) 


Reducimos términos semejantes еп el segundo paréntesis: (x 2-1) A (8х2 —2 л 2x € 6) 


Despejamos x: (x --$) ^(xz ES A х<3) 


El conjunto solución es CS = E 4| Observa la figura Il. 


Considera también los teoremas 


I|»besx«-bvx»b  ..(3) 
Ix|zZbesxz-bvxzb .(4) 


Ejemplos: 

1. Resuelve la inecuación: |x + 8| > 12 
Resolución: 
Toma la forma del teorema (3), la expresión algebraica está expresada por x + 8: |x + 8| > 12 
Aplicamos el teorema (4): x+8<-12 V х-8212 
Restamos 8 de cada parte y simplificamos: x+ 8-8 € — 12-8 v x+8-8>12-8 


x<-20 V X24 


El conjunto solución es: CS = (—oo; —20] U [4; +оо), observa la figura III. 


2. Resuelve la inecuación: |2x — 2] > x + 1 


Resolución: 

La inecuación toma la forma del teorema (4), las expresiones algebraicas en este caso son x ^ 2x – 2 y 
b => x+1:/2x- 2] zx 1 

Aplicamos el teorema (4): 2x — 2€ —x- 1 ү 2x-2>x+1 

Reducimos términos semejantes: 2x -2--X--2X —x— 1+х+2 V 2x-2-x*22x«*1-x-«2 


Simplificamos: 3-1 у xz3 
Dividimos la primera desigualdad entre 3 x < - V X23 
Simplificamos: x< - V X23 
El conjunto solución es: CS = Ces] v [3;— oc). Observa la figura IV. 


3. Si se tienen los conjuntos: A — +) ^ В = [3;+ оо). Determina el conjunto А – В. 


P A-B 
Resolución: 
—oo 1 3 +оо 


Veamos gráficamente. 3 


Según el gráfico no toma el valor de 3: A- B = E 3) 


кле utm mcr Да а е 
DU, | los teoremas, se 
. puede escribir como: 

^ ED 


Figura I 
тос -3 15 | Жо 
Р E EE T 
Figura 11 : 
< | | | » 
= 4 1 3 tœ 
3 4 


Observación 


а»0 


агсны 


d Figura 111 : 
: 520120 4 e oi 
Кокс 
i Figura IV E 
= f GNE Ge. 
: 3 : 
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Problemas resueltos 


Resolución: 
13x + 1] € [x +6] + [2x — 5] 


Recuerda: 
la +b] < а + |Ы, уа; рев (Desigualdad triangular) 


Como: 3x + 1 = (x + 6) + (2x — 5) 


Entonces: |(x + 6) + (2x — 5)| < |x + 6| + |2x — 5| 


г. Cumple con la propiedad para todo x € IR. 


Resolución: 


1 1 


KS IE EJES 
Invirtiendo toma la siguiente forma: 
|х| > 2]x| + 3 > |х + 1 

|х| > |х| + 1 

XED 


Resolución: 
De la inecuación: 
(Х| + 1)(2x + 1)(1x] + 3) > 0 
A —— 
t + (son siempre positivos) 
2x+1>0>x> + 


Resolución: 


Si: 
A-ítxem/ux- 1|» 7) 
Mx - 1|» 7 
4x-1>7 у 4x-1<-7 
x>2V X< E 


A= (coi =$) U @ +00) 
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B=(xER/|2x- 1] <x) 
[2х – 1| Ex 
-х20л(-Х52Х5-15Х) 


XZ0 ^ (-X€2x-1 ^ 2x-1<x) 


x20 ^ xz lxxi 


8- [5| 


Nos piden: An B 


3 


-œ —3/2 1/3 
2.АпВ=@ 


Resolución: 


De la inecuación: 
|х = 5| < |х – 7] 


Elevamos al cuadrado: 
(x-5) < (x-7)? 
(к= 5) - (x-7)? <0 
(2x — 12)(2) <0 
x-6«02x«6 
^. X € (о 6) 


Resolución: 


Tenemos: 
Ix- а «2b; b»0 


Por ser valor absoluto se cumple: 
—2b«x-a«2b 


Sumamos 3b: 

3b — 2b «x — a + 3b < 2b + 3b 
b<x-a+3b< 5b 

1 1 


n am 8 


Multiplicamos por b: 


b 
Bb ^x-ai3b ^b 
1 b 

5 2 х-а+ 36 1 
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LOGARITMOS 


CD DEFINICIÓN 


Dado un número real b positivo diferente de la unidad llamado base y un número N real positivo; se denomina 
logaritmo del número N en base b y se expresa 109, N al exponente x (real) al cual hay que elevar la base para 


obtener el número. 


logN =x =N =b* 


Elementos: №: número, N > 0 (real positivo) 
b: base del sistema de logaritmos (b > 0 ^ b z 1 
х: logaritmo, x € IR 


Propiedades generales de los logaritmos 
Sib»0^bz1 


log, 1 = 
1. юм д | 6. | logjM = lognM" ;M»0,nem 


7. | logM-log,; NM ;neINAnz2 
М»0 


d 


3. | log, (MN) = 109М +logpN ; M;N»0 


8. 
4. 2111 -100,М-100,М | M;N»0 


log, M" = T -log,M ;mmemAnz0 


5. Regla del sombrero 9. отп | Necm*;Nz1AmcIm 
"og, N? = nlog,N пЄ 2; №>0 


CD CAMBIO DE BASE 


Consiste en calcular el logaritmo de un nümero en una base en función de otra base donde los logaritmos son 


conocidos, es decir: 


N: número, N > 0 

b: base del logaritmo conocido 

log, a a: base del logaritmo desconocido 
anb>01ab%1 


Propiedades 


1.| log,b=— ja bem {1} 
log; a 


2. Cociente de logaritmos 


3. Regla de la cadena 


a) Cerrada: | log, a/log,c/log¿N = log N 


b) Abierta: | log, a log,b log, c = log, a 
A NEL. Lue 


4. Potencia logarítmica 


log¿N — 


= |09,0 


а 


log, N 
al99cb = р\°%а | donde: a; b » 0; ce IR* - (1) 


dì COLOGARITMO 


Es el logaritmo de la inversa del nümero en la misma base. 
со!00, N = оо (Sr) =- 09N ; donde: N > 0; р> 0л 1 


Ejemplos: 


* colog;2401 = — 10972401 = —4 * 00100,0,25--100,0,5--1-1)-1 


Atención 


De las siguientes propiedades, 
veamos sus aplicaciones: 


N= ЬЬ“ 


Su aplicación es: 


5 319932 20 


А 9199913 = 13 
"aeo 

No está definido, ya que la 
base es negativa. 


* 109256 = 092° = 8 


* 1090,20, 008 = log, 2(0,2) = 3 


ore 


log, M = (log, M) £ log, M” 
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i Los principales sistemas de : 


i logaritmos son: 


i Sistema de logaritmos deci- : 
: males, vulgares o de Briggs : 
i Es el sistema en el cual la : 


i base es el número diez. 
i Notación: 


log49N <> logN 


: у se lee: logaritmo decimal de ; 


N. 


: Partes de un logaritmo de- : 


¿ сіта! 


i Todo logaritmo decimal pre- : 
i senta una parte entera y una ! 
i parte decimal; donde la prime- : 
i ra se denomina CARACTE- : 
¿ RÍSTICA y la segunda, solo : 
i cuando es positiva, se llama ! 


1 MANTISA. 
¿ Así: 109700 = 2,845098 ... 
i Se tiene que: 


i Característica: 2 
} Mantisa: 0,845098 ... donde: 


: Sistemas de logaritmos пе- | 


i perianos o naturales 


i Usa como base del sistema el ! 
: número trascendente e, cuyo ! 


i valor aproximado es: 


diu x s id 
e-itqpt3 


tata? га 


z2,718281 82... 


: Notación: log¿A <> InA : 


} Se lee: logaritmo natural o lo- 1 


: garitmo neperiano de N. 


Atención 
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d ANTILOGARITMO 
Es el nümero que dio origen al logaritmo que se tiene como dato y se obtiene elevando la base a dicho nümero. 


antlogx =N=b* |Dondexem,b»0A^bz1 


Ejemplos: 

*  antilogs(-2) = 5%= E * antilog,3 = 22-8 

Propiedades 

1. | antilog,(log,N) =N | N>0;b>01bX1 2. | logy(antilogx)-x |xER¡b>01b%1 
Ejemplo: Ejemplo: 


• ап 00,(00,2) = 2 * log;(antilog710) = 10 


(03 ECUACIONES LOGARÍTMICAS 


Se denominan ecuaciones logarítmicas a aquellas que tienen la incógnita dentro de un logaritmo como nümero 
о base. Para resolver estas ecuaciones se tienen que cumplir con las condiciones impuestas en la definición. 


Siendo: b » 0^b z 1 
La ecuación: 109,А(Х) = log,B(x) se resuelve por medio de las relaciones: 


А(х) > 0 ^ B(x)>0:CVA л A(x) = В(х) 


Ejemplo: 
Resuelve la siguiente ecuación: 
X+ log4454(1 + 2%) = Xlog4454712 + 109149472 


¿Cuál es el número de soluciones? 


Resolución: 
- " X _ 1424 
La expresión se puede escribir como: х + l0gy424(1 + 2%) = Xl09,424 mm ki 109149472 


Hacemos uso de la propiedad de la división para logaritmos: 
| 1-2)-х 1424 — xl 2+] 72 
x + logy424(1 + 2) = xloguo, 10914242 + 1091424 


1 
El logaritmo de la base del logaritmo es igual a uno: x + logy494(1 + 2*) = x — 100914242 + 10942472 


División de logaritmos en el segundo miembro: log4424(1 + 2*) = ор (22) -142- E 


Igualamos cada factor a сего: (29? --2*—72-0 = (2*49)2*—8)-0 


Por lo tanto, la ecuación tiene una única solución. Como: 2+9>0 = 2-820 = 2=2 
э X=3 


Problemas resueltos 


Resolución: 
109381994 _ 109,3. 10938 _ 2100,8 (Regla de la cadena) 


з 3052 3 
= 20982 988 = 27 = A3 = (8 =2/2 


Бухын 242 


Resolución: 


Aplicamos definición de cologaritmos: 


antilogy(—logylogyx) = b^ 
antilog,(—log,b*) = b”* 
(logpx)*=b"* 
"ES 
Reemplazamos: 
Mz logy[-(-log;antilog, 0)] 
M = logy[logy(b?)"] 


Resolución: 
Llevando a base 3 tenemos: 


10933 


10933 + log33 _ 
100:5Х 


! Х хоо 
log, 3 log, 37 


1 


log3X ` 1093х – 10933 — log.x— 


Llamaremos: В = logax 


т 

mE =й" 

в2-в 8-4 
B-4=B-B?> В2= 4 

:8-2У8--2 


Resolución: 
Dato: 2? = 10 


Tomamos logaritmos en base 2: 


Dato: 5^ = 10 Aplicamos cambio de base en 
Tomamos logaritmo en base 5: | el ку 
100557 = logs10 a p = log492 + log495 


= = 1 = lo 2 . 5 
blogs5 = 100510 =b = 109510 9102 . 5) 


2? | | 1+ =togygto =1 
Piden: +5 = Tog,10 + 109.10 


с 


Resolución: 


Aplicamos propiedades de los logaritmos a cada factor de la 
expresión M: 


1 
M = 2010. 10да. 1409 .log4c? 


м 2010 loga . log,b одус 
log,a 
2 
М = logp[logp(b” )] M = 402log,a . Llogac 
М = 100,02] 
М =2 М- — / 0,4 . log,c 


1 
<. M = 201 


Resolución: 
De la ecuación: 


[2/0952 15) P = Ax + 13 


20) [2.09252 18) P =4x + 13 


3 
1 
КШ =4х+13 


1 
3.309; (2x 15) - Ax 4 13 


2log? (2x + 15) = 4х + 13 


log, 34 2x + 15 = 4x + 13 


Luego reemplazamos: 
* logx 222 32= х 


2X-29 
* logx-2-223?-x 
> xp = 1/9 Resolución: 
Nos piden: x, . X; 
| йг n Datos: 
Xq. X9= “б log5x = a X__40 
log(x — 1) 2 b x-1 
а-0-1 xz 2(x - 1) 
x=2x-2 


Reemplazamos a y b: 
log5x — log(x — 1) = 1 
5X 


ОР 10910 


log52? = 109,10 = 410052 = 10910 = а = 109,10 


ÁLGEBRA - TEORÍA UNIDAD 4 | 67 


FUNCIONES 


Observación 


АХВУВХА 
Par ordenado (a; b) 
DUE. 
1.2 2.2 componente 


i Al conjunto de partida se le : 
i conoce como dominio de una : 
i relación. i 
} Al conjunto de llegada se le : 
i conoce como rango de una : 
} relación. : 
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CD DEFINICIONES PREVIAS 


Producto cartesiano 
Sea el par ordenado (a; b); el producto cartesiano es un conjunto de pares ordenados. 


Ejemplo: 
Sean los conjuntos: A = (1; 3; 5) y В = {m; n) 
El producto cartesiano es: A x B = ((1; т), (1; n), (3; m), (3; n), (5; m), (5; n) 


Gráficamente: 


Donde: n(A х B): se lee n.° de elementos de A х B 


Además| n(AxB)-n(A).nB) | donde n(A): 13 de elementos de A 
n(B): n.? de elementos de B 


Del ejemplo: 
n(A x B) = n(A) . n(B) = 3 x 2 = 6 elementos 


Relación 
Si se tienen 2 conjuntos no vacíos, la relación R es un subconjunto del producto cartesiano de los conjuntos. 


Ejemplo: 


Sean los conjuntos: М = (5; 4; 3; 2) y N = (7; 9) 
MXN - {(5; 7), (5; 9), (4; 7), (4; 9), (3; 7), (3: 9), (2; 7), (2; 9)} 


R = ((4; 7), (4; 9), (3; 7), (2; 7)) es una relación; se encuentra incluido en M х N 


Se puede representar en un diagrama sagital: R 

M N 
Donde: 
Dominio de R: M = {4; 3; 2} AscH 
Rango de R: N = (7; 9) L^ 


Conjunto de partida Conjunto de llegada 


CD DEFINICIÓN DE FUNCIÓN 


Es una relación entre 2 magnitudes. Si f es una función de A en B, se representa f: A — B 
Si f es una función que depende de una variable x, se representa: y = f(x) 


Donde:| i)f CAXB л ii)Si(a;b) y (ac) АХВ =b=cC 


Ejemplos: 
ЅеапА = {а; 0; с) y B=(1;2; 3) 
= AXB = ((a; 1), (a; 3 (а; 3), (b; 1), (b; 2), (b; 3), (c; 1), (c; 2), (c; 3) 


( 
1. f4 = ((a; 2), (b; 2), (c; 1)); ¿es una función? 


Se observa que f4 C A X B, a cada primera componente le corresponde un único valor. 


Mediante un diagrama: 


r aasan 


A < B : También podemos reconocer B 
i a una función como una de- : 
р». A cada elemento A le corresponde una única imagen o segunda componente en B. СОНА 
| | 2. f4 es una función. : Ejemplo: 


* La distancia recorrida en un ! 

determinado tiempo. E 

: . . v m T * El costo de un producto en : 

2. = ((a; 2), (b; 1), (b; 3), (c; 1)}; ¿es una función? relación a su peso. E 


Se observa que: f; C A X B, y a la primera componente b le corresponde diferentes segundas componentes. A E ананна El 
г. fo no es función. 


Mediante un diagrama: 


Observación 


Aun elemento de A le corresponden 2 valores distintos en B. 
г. no es función. 


Regla de correspondencia 
Sea una función f definida por: 


f- (x y EAXxB / y = fx) 


Donde y - f(x): se le conoce como regla de correspondencia y está representado por una ecuación que indica 


[NE] 


cómo varía “у” en función de “x”. 
Ejemplo: 
Sean: А = {7; 8; 9) у В = (10; 9; 0) 
Determina f = {(х; y EAXB/y=x+ 1) 
Resolución: 
Determinamos primero A x B 
A x B: (7:10), (7; 9), (7; 0), (8; 10), (8; 9), (8; 0), (9; 10), (9: 9), (9; 0)} 


(х) | yexet xy 
Luego: l | 


x: valores de A > x=7 = y=8, (7;8) АХВ 
x=8=y=9 (89)cAxB 
x=9 = y=10, (9;10€AXxB 

-` f= {(8; 9), (9; 10)} 


d RECONOCIMIENTO Y GRÁFICOS DE UNA FUNCIÓN 
1. Mediante una tabla de valores 


Ejemplo: 
Michel compró una papaya de 3 kg a S/.12, representa en una tabla y en un gráfico el costo por kilogramo. 


Resolución: 
costo (S/.) 
А 
=== 
161------ 
t 4 12 1 2 
Оно) 4 | 8 | 72 | t6 | 7» | таа 
Kilos | 1 2 3 4 5 х” 
d dos 

y = f(x); donde: y: costo 


х: kilo kilos (kg) 
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Atención 


Domf(x) = 
Ranf(x) = (4; 5; 9) 


(05 y) eAxB/y =x? 
(2: 4), (3: 9) 
\ Ranf = (4; 9) 


Atención 
lominio de una función 
ide con el conjunto de 
ја se le conoce como 
aplicación. 


Si: Domf = A 
> fes una aplicación 
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2. Mediante una ecuación o regla de correspondencia 
Ejemplo: 

Grafica y = Зх — 1 

Resolución: 

Tabulamos valores, ubicamos los puntos (x; y) y unimos los puntos. 


CD DOMINIO Y RANGO DE UNA FUNCIÓN 

Dominio 

El dominio de una función f(x) son los valores que toma la variable independiente x. En un subconjunto de 
A X B el dominio son las primeras componentes o conjunto de partida. 


Notación: Domf o Df. 


Rango 
El rango de una función f(x) son los valores que toma la variable dependiente y. En un subconjunto de A x B el 
rango son las segundas componentes o conjunto de llegada. 


Notación: Ranf o Rf. 


Ejemplos: 

1. Sif = ((3; 5), (4; 7), (4; m), (6; 1)) es función, determina el valor de m, Domf y Ranf. 
Resolución: 
Como f es función: (4; 7) = (4; m) > f = {(3;5),(4;7),(6;1)} 


Domf = (3; 4; 6} ^ Ranf = (5; 7; 1) 
272m 


2. Sean: A = (3; 7; 9) y B = (4; 14; 18) 
Si f es una función definida como: f = ((x; y) € Ax B / y = 2x} 
Determina su dominio y rango. 


Resolución: 
De la regla de correspondencia: 


Su gráfica: 
|3| 6 | G&6eAxB | 
irr 
[9| 18 | :8)сАхВ | ен 


= f= (7; 14), (9; 18)) 
Los x def son 7 y 9 .*. Domf = (7; 9) 
Los y def son 14 y 18 .:. Кап = (14; 18) 


Ор-------------0 


3. Determina el rango de la función: 5. Halla el rango de la función: 


f(x) =3х—2;х= - (2; 3; 4) Hà) = $x- 4; x €]-3; 6l 
Resolución: Resolución: 
Para: x=2 = f(x) 23(2 -2=4 Del dominio: —3 < x < 6 
x=3 = f(x) =3(3) -2=7 PERO 
x=4 = f(x) = 3(4) -2=10 3 
—5<5-4<-2 
Entonces: Ranf = (4; 7; 10} 3 


Entonces el rango de Н(х) es: (—5; –2) 
4. Sea la función: 


G = {(2; 11); (5; a — 2b), (—4; 7); (2; За — 5b); (5; 4)} | 6. Sea la función h(x), determina su dominio y rango, 


Halla: a^ si: (5) 2 9 ^ h(-4) = —5 
Resolución: 

Determinamos los pares ordenados con iguales 
primeras componentes: 


(2; 11) y (2; 3a — 5b); (5; a — 2b) y (5; 4) 


Por ser función: 
За — 5b = 11 И) 
(a — 2b = 4)3 .. (2) Resolución: 
y 
Multiplicamos la ecuación (2) por 3 y le restamos 9|----T 


(1), luego obtenemos b = —1. 


En (1): За — 5(-1) = 11 5 ' Rango [-4; 9] 
E = E 1 » 
“айж сийн 2 К 5 X 
Reemplazamos los valores: 
Pers Dominio [-5; 5] 


2 


ОЈ FUNCIÓN REAL DE VARIABLE REAL 


Son aquellas funciones donde su dominio y rango están incluidos en los reales. 
Si y = f(x) = от c IR; Ranf C IR 


Dominio y rango de funciones reales de la forma: f(x) - 


Para hallar el dominio, se toman todos los valores de x excepto cuando Q(x) = 0. 


Para hallar el rango, se despeja y en función de x y se procede como la premisa anterior. 


Ejemplos: 
Halla el dominio y el rango de: f(x) = x-6. x)= AE 
a етеме = AS Rd 
Resolución: 
. -Х-6 - 

ds 3 >x-2%0 

>x%2 

бот. IR — (2) 

Calculamos el rango: 

z cb "v _ 2y-6 

ir = УХ 2у=х-6 => x= Pei 
Luegoy - 1 2025 yz 1 

2. Кап: IR — (1) 


Importante 


i La función que relaciona el 
i área de un círculo y su radio 
i es: A(R) = TR 
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i Método de los puntos 
i críticos : 
* Se toman los de signos po- : 

sitivos (+) si la ecuación es : 
mayor о igual a cero>0 i 

i Por ejemplo: 

i (х – 3)(х – 5)(х) 2 0 

: 0 


| = CS = [0; 3] U [5; +00) 


* Si el signo de la desigual- : 
dad es menor o igual a cero : 
(< 0); se toman los valores : 
negativos (—); por ejemplo: : 
(x-3)x45)x0 


тү - Y +> 
-5 3 
=> CS = [-5; 3] 


Función creciente 


" 2) 


X2 > X4 - Хо)» f(x1) 


Función decreciente 
f(X)A y 


X2 > X4 > f(x?) < f(x1) 


Máximo relativo 
Mínimo relativo a f(x) 
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Е 1 
* gi)e —— —— 2 
x^ — 3x + 2 = factorizamos por aspa simple: 


X -2 э» (Х-2)Х-1) 
сэг 


Se observa: (х – 2) ZO^ (x- 1) Z0 = xz2 ^ xz1 
г. Domf: IR — (2; 1) 


Calculamos el rango: 
1 


da 


Despejamos: ух? – Зух + 2у = 1 
ух2 – Зух + 2у – 1 =0, y ER 
= A=(-3y} - AyN2y - 1) 2:0 
9y? — 8y? + 4y 0 


y +4y>0 
y(y -4)20 
Puntos críticos: у= 0 A y =-4 
+ - + 
< > 
—oo -4 0 +оо 


2. Капе ]-oo; -4] U [0; +оо[ 


Dominio y rango de funciones de la forma: f(x) = Ja); n € ^, n: par 


Para hallar el dominio se hace Q(x) > 0 y se toman los valores de x que cumplan tal condición. 


Para hallar el rango, se forma la ecuación Q(x) a partir de la restricción de x. 


Ejemplo: 


Halla el dominio y el rango de f(x) = x —4 . 


Resolución: 
Dominio def(x) x -42 0 2 xz4  .:. Вот = [4; +оо) 


Rango de {х): x Z4 = х-4>0 = 4x-4 >0 ..Ranf = [0; + oo) 


Dominio y rango de funciones de la forma: f(x) - Max); пев? лп: impar 


Domf =R л Ranf = IR 
Ejemplos: 


: Қ) = Vx 
Domf: IR; Кап. IR 


d) S Vx 


CB TIPOS DE FUNCIONES 


Función lineal: | f(x) = ax +b 


Domf: IR; Ranf: IR 


Sus interceptos se hallan resolviendo: f(x) = 0 y evaluando f(x) = f(0) = y 


Ejemplo: 
Grafica y = 2x +6 
Interceptos: 


0= 2х+6 
f(x) = b > (=3;0)єу 


_,Jy=2(0)+6 
ШУ? ges 


Función constante: | f(x) = к 
Su gráfica es una recta horizontal. 

y 
y=k 


X Donde x € IR. 


Función valor absoluto:| 10)-11 
. » 0 
D le = 1 5*7 
onde se cumple: |x| Е xc 


Donde: f(x4) = f(-x4) 


Función identidad: | =x | 


Su gráfica es una recta diagonal. 
y 


Donde: x =у; 


Recuerda 


De la definición de valor abso- 


pc 


Entonces el valor absoluto de 
un núl sitivo 
y su gr 


Ranf(x): IR? 
Domf(x): IR 
Función cuadrática: | f(x) = ax? + bx +с 
f(x): función polinomial 
40 р Donde: 
Su gráfica, al tabularla, forma una parábola. Domf = R : 
Ranf = [k; oc) “А эл 
Чепе ип la parábola 
maximo -- => bre 
Нэг — ia abajo 
8 
vértice (h: К) k= f(h) (Para hallar k se evalüa h en f) рори 
" b? i La función cuadrática también : 
También k = c — 2a i se puede expresar así: E 
; у-К=а(х- hy? 
Funciones de proporcionalidad : 2 диэн 
Función de proporcionalidad directa Función de proporcionalidad inversa ; Ejemplo: | 


Es de la forma: 


Ejemplo: y = 4x 


Donde y ^ x aumentan o disminuyen en la misma 
proporción. 


Es aquella función que presenta la forma: Lek adici 


X Ру-1=(х+3)° 
Ejemplo: у= 4 iy 15 pe- 3) 
X H 
: k a h 


: Se observa: h = -3; k = 1 


: а-1»0 la parábola se 
E abre hacia arriba. 


La gráfica posee un mínimo 
Donde si y aumenta x disminuye en igual proporción en (h; К) = (—3; 1) 


y viceversa. 
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Problemas resueltos M 


EP Si el conjunto: 


Н = {(—5; a + 1), (2; b — 7), (-2; 9), (-5; 10)) es una función, 


indica el valor numérico de Va +b . 


Resolución: 


Para ser una función debe cumplirse las siguientes igualdades: 


= (-5; a + 1) = (—5; 10) 
а-1-10-4-9 


= (-Zb-7)-(-2;9) 
р-7-9-50-16 


<. Ja+b = 425-5 


ED s5-0249yc-(0281532 
Determina la función, dominio y rango de: 
Е = {(х; у) ЄВхС/у= 2х} 


Resolución: 
Зэ | dw» | 
TESTEN 


[2| « [enese | 
т * [enese | 
[e| w [emee 


= ((0; 0), (4; 8)) = DomF = (0; 4}; RanF = (0; 8) 


ES Sean las funciones: 
F = {(7; 4), (73; 1), (0; 3), (5; 4)} 


G = {(—1; 5), (7; –3), (10; 1), (3; —1)} 
Determina: DomF (1 RanG 


Resolución: 

DomF = (7; —3; 0; 5) 

RanG = (5; -3; 1; -1) 

= DomF N Капб = (5; -3) 


ES Halla el dominio y rango de: 
_ D 
foc s 


Resolución: 


Analizamos el denominador para determinar el dominio: 


x-1%0= xz1 
Entonces: Domf(x) = IR — (1) 
Para el rango: y = 2= 2 
x-1 2 
у= 
х= = 


Donde:y - 320 2 y z3 
Entonces: Ran(x) = IR — (3) 
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ЕЭ Sea la función F(x) = 2 — 3x; si el DomF є [—3; 2], indica el rango: 


Resolución: 
Por dato del dominio tenemos: 
-35х52 
-25-Х53 
—6 < —3х < 9 
—4<2—3х< 11 
г. RanF = [-4; 11] 
Si F(x) es una función lineal, entonces los interceptos con los ejes 
son: 


F(x)=0=2-3x 2 x= 


(20) Є F(x) 


Gráficamente: 


ом 
zu 
2S 
| 
< 
| 
кә 
| 
D 
2 
1 
< 
IH 
N 


DP Siendo: f(x) = 6х2 — 10x +4 


Calcula: f(3) + f(-2) 


Resolución: 

f(3) = 6(3)? — 10(3) + 4 = 28 
4-2) = 6(-2)? — 10(-2) + 4 = 48 
2.3) -1-2) = 28 + 48 = 76 


Sif(x) es una función lineal, determina su regla de correspondencia. 


Sif(1)=3 y 3) 2 — 


Resolución: 

Sea: f(x) = ax + b 

De los datos: 

1(1) =3=a(1) +b .. (1) 
(3)--7-а()-0  ..(2) 
De (2) - (1): -10 = 2a 


282-5 
Reemplazando en (1): b = 8 
f(x) = – 5x +8 


*. El área de la figura es: - 


Resolución: 
Observamos que si el dominio es mayor que cero: 
Hx)29x-12 Н(7)-7-1-6 

H(3) =3-1=2 3 
Si el dominio es menor que cero: | 
Н(х) =x? > H(-2)-(-2» = 4 — 7 


AH?) _ 6+4 


НӨ) poc? 


Resolución: 
f(x) = 3 — х; es una parábola 
a b 
Determinamos el vértice (h; x): 
PO Т | 
2а 2(-3) 6 
К-11)-1-16) = 34 -(-&) 
6 6 
Resolución: E 
Observamos que g(x) es una función lineal: 12 6 
= g(x) = ax + b (forma general) kd. 
Notamos también que la función pasa por: 6 
(0; -3) y (3 o) 8«0 = la parábola se abre hacia abajo: 


Evaluamos en la función: 
—3 = a(0) + b .. (1) 


5 E 
0-a[7]** (8) 


Sif(x) 20 = x20 
-» pasa por el origen 


Resolución: 
Para determinar el punto de intersección se igualan las funciones: 
f(x) = g(x) = –1 = |x| - 2 
|х| = 1 
э х= +] 


Luego, los puntos de intersección o puntos de corte son: 
(=y (=1;=1) 
Gráficamente: 


Resolución: 
Hallamos el punto B: 

-2(2)? - 4(2) +16 
8) = у= 220 29 
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PCOGCESIONES 


CD IDEA DE PROGRESIÓN 


Martín se prepara para entrar a una competencia de ciclismo, el primer día recorre 5 km, el segundo recorre 400 
m más que el primer día, el tercer día 800 m más y cada día que pasa recorre 400 m más que el día anterior. 


A) Determina cuántos metros recorre el día 15 y el día 30. 
B) ¿Cuántos kilómetros recorrerá al cabo de un mes? 


Resolución: 

1.4 día: 5000 + (1 — 1)400 = 5000 m B) Para saber el recorrido en un mes: 

2.° día: 5000 + (2 — 1)400 = 5400 m 1.7 día: 5000 + (1 — 1)400 

3.8 día: 5000 + (3 — 1)400 = 5800 m 2.° día: 5000 + (2 — 1)400 | sumamos 
EA iS Я loa € 3.* día: 5000 + (3 — 1400 
Г Series: : : leydeformación 4.° día: 5000 + (4 — 1)400 


i Es una sumatoria de términos : día n: 5000 + (n — 1)4000 


| i n-ésimo día n: 5000 + (n — 1)400 
: =1 J : А) Los metros que recorre los días 15 y 30 son: n(5000) + 400(0 + 1 --2...-- n— 1) 
МЕША щй, 


| Series notables: : Día 15: 5000 + (15 — 1)400 = 10 600 m Suma de los n — 1 números naturales. 
A Día 30: 5000 + (30 — 1)400 = 16 600 m (1-1)л 
| naturales. : = Y» = 5000n + 400 2 
: Yk-te2434 КЕ. : 
(= Е 2 :  Porlotanto: 
: : 400(29)30 | 
i Sumatoria de los n primeros į: Fin de mes: n = 30 = 5000(30) + С ) = 174 000 m ó 174 km 


i nümeros naturales pares 


CD DEFINICIONES PREVIAS 


: i Sucesiones 
} Sumatoria de los n primeros : Es el conjunto de términos ordenados de acuerdo a una ley o regla. 
: números naturales impares 
: 52k- 1= 113455. .42n-4| i Ejemplos: Tm ‚> 
Ares = } —4; —2; 0; 2; es una sucesión finita cuya regla de formación es: 2n — 6 
‚4.6. "An Infini : . 2n 
T: 3 47 es una sucesión infinita cuya regla de formacifon es: ma 


Progresiones 

Es una sucesión especial, existen varias formas de progresiones. 
Las principales son: 

* Progresión aritmética 


Debes saber que * Progresión geométrica 


de una progresión 5 Progresión armonica 


2 Ров тыу > РА өз. d PROGRESIÓN ARITMÉTICA (PA) 
ее: А Es la sucesión donde cualquiera de sus términos a partir del segundo disminuido por su respectivo antecedente, 
+ Negativa, r «0 = PA es nos da una constante llamada razón. 
decreciente. 
Ejemplo: 
—13; –9; –5; –1;... 
Entonces, es una РА de razón: 2 (- pi 
-(-0)- constante 
- (-5) = 


Forma general de una PA 

Dod tz; ...; tn Donde: t4: primer término. 

ANA " А "n mm А А 

+ + ta: término enésimo (último término). 
r:razón (constante). 
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En toda PA se cumple: 


b=-t=t-b=..=t -t,_4=1 


Término de lugar k (k-ésimo término) de una PA 
De la forma general de la PA: t, = t, 


= +r 
t3 =t,+2r 


к= 1, -(К- 1)r 
Ejemplo: 


En la siguiente PA determina r; el término de lugar 10 e indica si es PA creciente o decreciente. 
:—2; 4; 10; ... ; 304 
Resolución: 
* Como es PA, entonces la razón es: 4 — (-2)=6 ó 10-4=6 
* El término de lugar 10: t9 = t4 + (10 — 1)r 
l l 
-2 6 
Reemplazando: ty = —2 + (9)6 = 52 

* Es una PA creciente (r > 0) 


Suma de los n términos de la PA 


ча) 
2 n 


Nümero de términos de una PA 


niia S.=t4+b+t+..+t> па 


Donde: t: último término 
t4: primer término 
r: razón de la PA 


Si reemplazamos: t, = t + (n — 1)r 


ша (20:13 


Interpolación de medios aritméticos 
Interpolar m medias aritméticas entre dos términos t, y tę consiste en formar una PA cuyo primer término es t, 
y el último t,, además el número de términos es m + 2. 


Para la interpolación es necesario calcular la razón de interpolación. 


Ejemplo: 
Interpola 4 medios aritméticos entre los números 3 y 28. 


Resolución: 
Sabemos que: 
t = 3; t, = 28 
Por dato: m=4 
Entonces n.? de términos es: 
т+2=4+2 
Hallamos la razón: 
28-3 _ 5 
4-1 
Interpolamos: 
3; 8; 13; 18; 23; 28 


r 


d PROGRESIÓN GEOMÉTRICA (PG) 


Es una sucesión de términos en la que la división de dos términos consecutivos cualesquiera nos da un valor 

constante llamada razón geométrica. 

Sea la PG: : tj ty; 15-45, 
AA 
xq Xq 


A 


"m 


i En una PA finita la suma da los : 
i términos equidistantes nos da : 
: un valor constante. : 
| Sea la РА: 

: МЕШИ АЫ arts ola E 
: >t+t=t+t-1=tk+t-2.. E 


Recuerda 


Medios aritméticos o dife- 
renciales 
Son los términos 
gresión ari | CO 
dos entre los términos 4 
Ejemplo 

а RIO 


de una pro- 


Observación 


Si una PA p 
impar de 


jee un nümero 
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Atención 


A las progresiones geomé- 
tricas tam se les conoce 
como progresiones por co- 
ciente. 


¿ Término central de una PG 
i Seala PG de n términos (n 


Observación 


euge 


24121212) 
4163" 


Son PG de razón q (| 
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Donde: 

t4: primer término 

ta: término enésimo o último término 
q: razón 

n: n.? de términos 


bot t 
Donde se cumple: rA = p^ =q En general| q= Гэрт ; donde q es la razón geométrica 
4 0 k-1 


Entonces la PG se puede escribir así: :: ty; tq; 2; q^ 7! 


Ejemplos: 
• 7; 14; 21; ... => q = 2 (PG creciente q > 1) 
* 81;27;9;... = q = 1/3 (PG decreciente 0 <q <1) 


* 3; —6; 12; —24 ...= q =-2 (PG oscilante q <0) 


Término de lugar k de una PG 


t: término k-ésimo o término de lugar k 


Suma de las k primeros términos de una PG 
1 


Si = + tq + tq? + ЫГ Toc ЫГ io 
S -ulrqed qe. +!) 
Cociente notable 


(4-1) 


4-1 


56-11 ; donde k: n.° de términos 


Ejemplo: 


Sea la PG: :: 3; 6; 12; ... * Término de lugar 15 (término k-ésimo): 
к= 7? = 1,2327! = t, = 30)" 
Determina la razón, el término de lugar 15 y la suma 


de los 10 primeros términos de la PG. * La suma de los 10 primeros términos es: 
Resolución: [q 4) 3(2 - 4) 
: А ENT 11 8:-5 =] > S= 2-1 
La razón se determina dividiendo dos términos q 
еше S40 = 3(2'9) - 3 = 3069 
э» [= 3 2 
Suma límite de una PG decreciente e infinita | Producto de los k términos de 
Sea la PG: una PG 
iplo sita lps e t 
эг юан = | Simite = acc В. = у (t Ay 
xq xq q 


donde: 0 «q« 1 


Interpolación de medios geométricos 
Interpolar m medios geométricos entre los números t, y t, es formar una progresión geométrica cuyo primer 
término es t4, el último t, y el número de términos es (m + 2). Para poder interpolar se debe calcular la razón 


de interpolación. 
[t 
= т+1 |1 
q m+ t 


Ejemplo: 
Interpola tres medios geométricos entre 2 y 32. Interpolamos: 
iz 2; 4; 8; 16; 32 
Resolución: == 3 
Se tiene: t4 = 2; t, = 32 y m= 3 medios interpolados 


Reemplazando obtenemos el valor de la razón: 


-3+1/32 _ 
q ЕЕ 2 


Problemas resueltos 


Resolución: 


А) 7;16; 25; 34; ...; 133 es una PA 
*r-16-7-9 
Entonces: to = 7 + (9)9 
tio = 88 


88 +7)10 
Е gpa CON is 


_ 133-7 
| 9 


n + 1 = 15 términos 


B) L; 1; 3; ...; 3/9 es una PG 


Se 
q x 1 V 3 
3 
Entonces: t4) = 1-68) = 3 


316 31-2 
= п-2= 16 
n = 18 términos 


Resolución: 
Por fórmula sabemos: 


n. 
g,- 48 > 2047 = 


28-1 


Luego hallamos el término 11: 
an = 12) 11 = а, = 1024 


<. аз +а„= 1025 


Resolución: 
Sabemos que: 


= Р 
a = 759 ^qz3 


аџ (211 - 1) 
4-1 2-1 


Entonces: 


12 1 417 
847840 “= 7553 


729 


B as (as )3" = 3% = 729 


38 


Resolución: 
Se sabe: 


1 - (455) - m 


Además: 
+ 
S= tn = (222) = 20x 15 = 300 


+. S45 = 300 


Resolución: 


Por fórmula de suma límite sabemos: 
84 


Slimite = 1-q 


Slímite = тет) 
"EJ 


Simie = (213) 


7. Slímite = 3 


Resolución: 
Sea la progresión aritmética: 


25.5423 
—— 
10 términos 
Por fórmula: 
_ 123-2 _ 121 зү 


[7740-1 11 


Piden el quinto término: 

an = ay + (n — 1)г 

as = 2 + (5 – 1)11 = 2 + 44 
85 = 46 
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Resolución: 


S=7+7(2) +7(3) +704) +... +7(10) 


5=7(1+2+3+4+..+10) 
—— 


(10)(11) 
2 


s= Zx10x11 з 


Resolución: 


Aplicamos suma de términos: 


S/n -108 ..(1) 


Hallamos el n.°: de términos (n) de la PA de razón 2. 


-Х-4 сох 
p i ac m +1 


Reemplazamos el valor de n en (1): 


(555(555-1)- 108 
(c4) 2) =4 хив 


Y —— 
2 números que 24х18 
se diferencian 

en6 


5х+4= 24 
7 х= 20 


Resolución: 


29-30530 +98): .+302) 
2 38+4+5+..+12) 
(12-3)10 


1212 
NY 3i=3x15x 10 = 450 
1-3 
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Resolución: 
M es una suma de una РА de razón 6: 


M= (joo — 1400 


N es una suma de una PA de razón 7: 


O /70+7\.. SS 
n= (Rz Ji n= 2057 +1=10 


z N- £L .10=385 


г. М+ № = 1400 + 385 = 1785 


Resolución: 
edad V iri 
S= 21717877 (suma límite) 


TL 
аа 
$ = e 

2 


ЦЭРН 


Resolución: 
ty =1, + 6r=37 (1) 
tq = t + 10r = 49 .. (2) 
(2) – (1): 4r = 12 
reg 
En (1): t, + 6(3) = 37 
= 37 – 18 
1.0 2219 


Resolución: 
Determinamos n. 


Los exponentes forman una PA: 


- +1=15 ^ n-1-28 
n- 29 


Luego; resolvemos la suma; es una PG de razón х2: 


027 = 1) A 


= EI +9 = = 
х=] х=] 


